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INTRODUCTION 



i . Les termes secondaires du problème balis- 
tique. — La Balistique Extérieure, branche lerrestre de 
T Astronomie, comporte comme celle-ci, un calcul des Per- 
turbations qui viennent affecter la trajectoire simple donnée 
par la solution du problème balistique principal. A\ant 
systématiquement éliminé toutes les forces agissant sur le 
projectile, à l'exception des deux, dont l'influence est abso- 
lument prépondérante, à sa>oir lu pesanteur cl la résistance 
(te l'air, la Balistique Rationnelle s'est proposé Je problème 
dit principal : c'est l'étude du Mouvement dans un milieu 
résistant, homogène, immobile, il un point matériel pesant sou- 
mis à V action de la gravité, force toujours constante et parallèle 
et de la résistance de l'air, force toujours langenlielle . 

Ce problème a fait l'objet d'un \olume précédemment 
paru dans Y Encyclopédie Scientifique sous Je litre Balistique 
Extérieure Rationnelle (problème balistique principal) l . 

Il v a lieu maintenant de se préoccuper des inexactitudes 

• Ch., 6. 
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' 'l INTRODUCTION 

systématiques de ces hypothèses simples cl de ^oir coninieii 
réagissent, sur la trajectoire principale, les propriétés réelle 
du milieu atmosphérique, de la gravité, de la terre et du pro 
jectile i , 

Mais, la gravité cl la terre, au poinldc mic de leur actioi 
secondaire sur les trajectoires, sont si intimement dépen- 
dantes Tune de l'autre, qu'on peut logiquement rapporte 
■'j les perturbations ou termes secondaires du problème balistique 

aux trois causes suivantes : F Atmosphère, Ja Terre, le Pro 
jectile. 

Tels seront les litres des trois Livres dont se composera 1< 
présent ouvrage. 

•2. L'Atmosphère. — Le Livre /traite de deux pro 
blêmes principaux. 

Le premier est relatif aux modifications que subit Ja tra- 
jectoire du fait de la Variation de la Densité de Yair avec Y al- 
titude. Faibles dans les cas ordinaires de la pratique, ce? 
modifications deviennent importantes sur la trajectoire 
' considérée dans son ensemble, lorsqu'on suit le projectile 

\ depuis son entrée supposée dans l'atmosphère terrestre jus 

qu'à une région hypothétique où la densité de l'air devien- 
drait infinie. 

Nous donnons la discussion dans le cas général et les for- 
mules nécessaires pour effectuer les corrections dans chaque 
cas usuel. 

Le second problème traité est celui des Effets du Vem 
atmosphérique sur les trajectoires. C'est une question clas- 
sique en Balistique, qui donne un exemple très simple et 
très intéressant de la théorie du mouvement relatif. 

1 Ch., 6. p. 2. 
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ï. La Terre. — Dans le Livre II, après avoir donné 
sommairement les propriétés du Mouvement planétaire du 
projectile, nous avons eu à exposer le problème des 
Effets de la Rotation de la terre sur le mouvement des pro- 
jectiles. Nous l'avons développé avec tous les détails né- 
cessaires et nous avons accompagné les démonstrations 
d'exemples numériques. 

La question des Effets de la Rotation de la terre est, depuis 
la solution qu'en a donnée Poisson, un problème classique 
qu'on trouve exposé dans la plupart des Traités de mécanique 
rationnelle. S'il subsiste encore quelques difficultés, elles ne 
paraissent porter que sur des termes extrêmement petits, de 
Tordre, relativement aux. termes principaux, du carré a 2 de 
la vitesse angulaire de rotation de la terre. Une discussion 
récente, soulevée à l'Académie des Sciences entre deux 
savants mathématiciens, MM. de Sparrc 1 et Fouché 2 a rap- 
pelé l'attention sur le calcul de ces termes fort petits. 

Mais, quand on cherche à substituer au jeu automatique 
des formules d'analyse, un raisonnement de mécanique, il 
est aisé de s'apercevoir que l'inpothèsc classique, de même 
<pie l'anal v se de MM. de Sparre et Fouché, qui en est le 
développement, laissent de coté un terme du second ordre, 
eu a 2 , exactement du même ordre de grandeur que les 
termes du premier ordre, en a, seuls conservés par hypo- 
thèse. 

De Saint-Hohert :î , dans le magistral exposé mécanique 
et géométrique qu'il a donné de la question a, à la vérité, 
introduit la considération de ce terme. Mais, après avoir 

1 Di: Si'xuni:, 5. |>. i'î. 6. |>. MYl. 
8 Knii-iii', 1, p. »•>.(>, 2 p. i*>7. 
" l)r S\i\i-H«»m ni p. V>7. 



•i lvrilODL'CTION 

traite; certains cas particuliers en en tenant compte, il l'aban- 
donne soudain dans le cas général, préoccupé sans doute de 
retrouver les résultats mêmes de Poisson, de sorte (pie son 
analyse est incomplète et (jue les applications qu'il l'ait 
i\i^ formules ne sont pas entièrement correctes. 

i. Le Projectile. — La Balistique extérieure ottre. 
dans l'élude du momcmenl du projectile qui n'est plus ici 
supposé réduit à son centre de grayité, de très intéressant 
exemples d'application du chapitre de la Mécanique Ration- 
nelle intitulé Mouvement d'un solide entièrement libre. 

Nous avons étudié rapidement et tout au moins qualila- 
ti\cment, les mouvements de projectiles de forme yariéc 
et d'application ancienne ou encore possible pour l'artil- 
lerie. 

Nous a\ons donné ensuite», a\ec les détails nécessaires, la 
théorie de la Dérivation des projectiles ohlomjs. en ayant soin 
de ne pas dépasser la limite où les hypothèses admises ne 
sont plus physiquement réalisable;, où. en même temps, 
la Balistique Rationnelle du problème principal cesse d'être 
applicable et où les projectiles oblongs deviennent inutili- 
sables pour le service de l'artillerie. 

Ainsi délimitée, la théorie de la dérivation a été amenée 
par une suite de savants artilleurs balisliciens : les comman- 
dant de B relies, colonel de Saint-Robert, général Ma\e\vski. 
commandant JouHïel, capitaine de Spanc, commandant 
Muzcau, commandant llcrmarv, etc.. à une très grandi 
perfection. 

Une très heureuse représentation géométrique due h 
M. de Sparre, donne au problème un haut degré de sim- 
plicité et de clarté et joue, dans ce chapitre de la Balistique 



INTRODUCTION J 

rationnelle, le même rôle lumineux que, en mécanique, la 
théorie de Poinsol pour le problème classique de la rotation 
des corps. On peut pousser jusqu'au bout la solution, c'est- 
à-dire jusqu'aux applications numériques, tout au moins 
dans le cas le plus important, celui du Tir de plein fouet. 
Nous avons l'ait connaître quelques théorèmes nouveaux et 
généralisé la solution de M. de Sparrc en l'appliquant au 
cas d'une résistance de l'air de (orme analytique quelconque 
et au cas d'un départ initial irrégulier du projectile. La 
solution actuelle parait donc absolument complète. 

*. Rappel des notations. — Les équations différen- 
tielles du momement principal sont les quatre suivantes 1 : 

f/('j» cos t) ri'F(V) i»" 2 

tu- = — — «r, 

> 

dv = ix-dz. 

U 

- est l'inclinaison de Ja tangente à la trajectoire, au point ./\v; 
/ le temps depuis l'origine jusqu'en ce point ; v la \ il esse 
totale ; F(r) la fonction de la vitesse qui représente la résis- 
tance de l'air; vV(v) l'accélération de cette résistance; r le 
coefficient balistique 2 . On a : 

» /, indice de forme. 

• » à, poids du mèlrc cube d'air, 

.> " a, diamètre du projectile en mètres. 

' j>, poids du projectile en kilogrammes. 

* (lu., 6. p. 12 i . 
8 Cil. 6. p. s. 
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LIVRE PREMIER 

L'ATMOSPHÈRE 



CHAPITRE PREMIER 

VARIATION DE LA DENSITÉ DE L'AIR 
AVEC L'ALTITUDE 

i . — Lois de la variation 

b\ Poids du mètre cube d'air — La résistance 

que l'air oppose à un projectile est proportionnelle à la 

densité de cet air ; cette quantité entre, dans l'expression 

.a 2 
du cociïicienl balistique c = i A — , par la lettre A, 

V 
poids du mètre cube d'air. 

i° A peut éprouver une variation accidentelle d'un 

jour à l'antre- suivant les conditions atmosphériques' 

.'baromètre, thermomètre, hygromètre) ou une variation 

syslémati(/ue quand on passera d'un champ de tir à un 

autre d'altitude différente ; les corrections qu'on devra 

apporter à la trajectoire supposée calculée avec le poids 

normal du mètre cube d'air (i w ,ao8 est le poids normal 

adopté pour les tables de tir de l'artillerie navale), pour 

passer à ces nouvelles conditions de tir, seront connues par 
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les (( formules différentielles » du problème principal cl 

correspondent à une variation Oc du coefficient balistique 

Oc OA 
telle que — = — -. Ainsi, pour le Tir de plein fouet, 

ce sont les formules * établies pour le problème princi- 
pal qui sonl applicables à ce problème. 

2° Alais, la >ariation de la densité de lair à mesure 
qu'on s'élèxe dans l'atmosphère esl une cause d'erreur 
systématique qui affecte toutes les trajectoires et dont il 
\ a lieu, par suite, de savoir tenir compte dans les 
calculs. 

Vprès a>oir établi la loi do celle >arialion el démontré 
la formule qui la représente, nous étudierons, en pre- 
mier lieu, les modifications systématiques que subissent, 
de ce. fait, les propriétés générales des trajectoires; puis, 
dans le chapitre suhanl, nous donnerons, pour les 
différents cas abordés dans la solution du problème balis- 
tique principal, les formules de correction nécessaires. 

7 Équation d'équilibre de l'atmosphère — - 
Supposons la gnnilé <j constante et prenons l'origine 
des altitudes au niveau de la mer. Cherchons l'étal 
d'équilibre que prend une masse gazeuse, indéfinie, sou- 
mise à la seule action de la pesanteur ; cette force agit 
par hypothèse également sur toutes les molécules du 
fluide. 

Soit Il v la pression atmosphérique en un point d'alti- 
tude v et A y la densité (proportionnelle au poids du 
mètre cube) de l'air au même point. Vax écrivant que 
la Aarialion de pression d\\ y fait équilibre au poids 

1 Ch., 6. p. V,<> 
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<ruue couche d'air infiniment mince d'épaisseur rfy, 
l'équation d'équilibre sera : 

' /n y = — </*> <ly 

avec le signe — , parce que ll v et y ont des variations 
en sens contraire. 

L'air atmosphérique étant un gaz parfait, soumis aux 
lois de Mariolle et de (îay-Lussac, on adjoindra à la 
première équation la suivante qui esl vérifiée au point 
d'altitude y : 

011 )* et a sont des constantes et y la température au 
point y. 

On a ainsi quatre variables Iï v , A y , 9 V , et y entre 
lesquelles existent deux relations. Pour pouvoir traiter 
le problème, c'est-à-dire pour pouvoir éliminer deux 
(pielconques de ces Aariablcs, il est nécessaire que, ou 
la théorie, ou l'expérience, ou une hypothèse lasse con- 
naître une troisième relation entre ces quantités. 

8. Formule barométrique de Laplace — Si on 

suppose que la température de l'atmosphère dans l'in- 
tervalle- des altitudes o à y puisse, en moyenne, être 

prise égale à = — [h + 6 V ), on écrira, en éliminant 

A v entre les deux équations : 

<U\ y </y 

Hy _ _ X 1 + </fj i 

et le coellicient de rfv sera alors considéré comme, 
constant. On intégrera par l'équation 

y 

Log II.. = — ■?-, — - t pr -f- const. 

r > >/i + </f) 

i. 



io l'atuospiièiie 

et si pour y = o, ou a Il y = Il , il viendra : 

T n v y 

Loi? -e- = 



( 






l où 



n i{ i + cA) 



J 



Comme, à la température constante 9, on a 

W= A y n , 



on aura : 



y û° 



La formule précédente, dile de Laplace, sera dune 
application facile et d'une exactitude satisfaisante 
lorsque, ainsi qu'il arrive dans le nivellement baromé- 
trique, on connaîtra les températures y et V aux points 
d'altitude o et y. 

9- Formule balistique- — Mais, en Balistique, il 
nen est pas de même et on ne connaît, par l'observa- 
tion, que la température o au ras du sol. 

L'observation démontre que la température décroît 
assez rapidement à mesure qu'on s'élève dans l'atmo- 
sphère ; dans les régions relativement basses que sillon- 
nent les trajectoires de l'artillerie, on peut admettre que, 
dans les conditions normales ^c'est-à-dire quand il no 
se produit pas de phénomènes météorologiques pertur- 
bateurs) , la température décroît en moyenne de un dccjré 
centigrade pour une élévation de 180 mètres de hau- 
teur L . 

1 Annmtire du Bureau des longitudes, année 1900, p. 212. 
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Celte loi empirique fournil la -relation complémen- 
taire dont nous avons besoin pour l'intégration des 
équations différentielles du n° 8. 

On aura donc : 0,. = n — bv avec b = -77- • 

- 180 

l/équalion d'équilibre dc>ient alors, eu posant ab = h': 
flll y dv 



II, ).( 1 + n\ - h' Y) ' 

d'où en intégrant : 

Log n v = y^- Log (1 + a% — /l'y) + const. 



En déterminant la constant? de manière que, pour 
v== o, on ait. IL. = Il il vient : 

1 n v 1 T / h'y 

Log -, ~~ = -r-rr Lo£ 1 — , 

r 11 èJi' ° V 1 + 1\. 

et enfin , 

1. / ,i 'y Y 1 * 7 
11 = 11 1 i— -j 

Mais, d'autre part, à la température V , on a 

"y = "'•.'/ (' + «V A >- = >-.'/ (1 + A — h'y) \- 

-, 'II,'/ h ' Y 



■ H- «V y 

et, à la tempérai ure o 

.11, =).</(! +« f C\. 

K11 portant c.'s expressions, dans I VHjiialinn (|iii 
donne ll y , il \iont , 

^-M'-r+ra;' 
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C'est la formule » cherchée, applicable en Holis- 
tique. 



io. Valeurs numériques. — On a 1 : 



i 



* = 7<>î)°» 



a 



•,.;{ ' 



l8(> 



Donc 



W 



1 = >, 1 > 



Ct //' = 0,000020 > J. 

Pour o = o, on obtienl les Ailleurs suivantes du rap- 
jx)ri — ^ en employant la formule de Laplace et la formule 

balistique. 



Formule de La pin ce. 
Formule balistique. 






1 000 


2 000 


3 000 


4 000 


r>ooo 


1 ,000 
1,000 


0.882 
0,900 


0,779 
O , 807 


0,687 
0,7 '23 


, 6o6- 
0,646 


0,535 

0,576 



Formule linéaire. — Pour l'application de la formule atix 
théories balistiques où l'élévation des trajectoires au-dessus 
du sol n'est pas considérable, il sera toujours permis de 
substituer à la formule complète son dé\eloppcmcnt en 
série, avec le premier terme, qui est : 



A v = A 



h' 



v 



W 



1 + «O 



* Le loel'tieient À est le produit /> i» de la formule ordinaire (les Traités 
de physique (Lois de Mariotte et (îay-Lussae). 



( )n a 



/>i. = (1 + 7.1) p v () 

7C0 X i3.(). 

/V'„ = = - (>()(>. 

/o i,«9$ ' • ' 
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iJ 



ou bien 
eu posant 



h — 



A, = A (i — hv) 
i \ /*' 



)Vi' 



i + <iO t 



Tour o = o, h est égal à 0,000101. 

En diminuant un pou le eoeflioienl /t el en le prenant. 
égal à 0,0001. on aura, enlre la formule complète el la for- 
mule linéaire, la compensation suivante : 



v -^=. 





1 000 


'X 000 


Formule romplèle. . . . 
Formule linéiiiiv .... 


1 , 000 
1 ,000 


0,900 
. 900 


0.807 
0,800 



On pourra donc emphnor la formule linéaire 

1 



A v = A i 1 — hv) 



avec 



h = - 



10.000 



dans presque tous les calculs d'application au\ trajectoires 
usuelles. 

Exceptionnellement. pour les calculs, par arcs, de trajec- 
toires très éle\ées (a et \ très grands), on se sen irait d'une 
table de la fonction complète 



A_ V = A,(,-/,V) 



m 



tromée précédemment . 

• Dans les discussions générales, où il ne s'agît que de théo- 
rèmes qualitatifs, on emploiera aussi cette formule com- 
plète qui donne, pour A N . une limite nulle quand v = -,t 
(limite de hauteur théorique de l'atmosphère — ■ ^= ',0 km l ) 



* CIi'l If» limite lltroriqur rsl, (.omiiic on sail , forl uii-dc.voii» «le la liiuid' 
i'\|M''riiiii*nlalo : la \arialinn MippoxV «K> un <lt»i»iv par 1S0 niMros u<> so 
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'cl qui montre que A y tend vers l'infini pour des valeurs 
négatives de y tendant vers l'infini. Cette hypothèse sur 
l'état iictif de l'atmosphère au-dessous du sol n'a évidem- 
ment pour but que d'assurer la continuité des formules et 
de permettre la discussion complète et théorique des pro- 
priétés des trajectoires dans un milieu où la densité diminue 
régulièrement avec l'altitude. 

Si on employait une formule exponentielle telle (pie 
A y = A e ,l ' /X , les conclusions des discussions générales 
seraient d'ailleurs les mêmes, ainsi du reste que les résultais 
des applications numériques au ras du sol, où e h//x peut être 
remplacé par son développement en série. 



§2. — Le mouvement vertical 
da>'s un milieu de densité variable 

ii. Mouvement ascendant- — On écrira, pour 
le mouvement ascendant : 



J- = -^-c(i-A»-I'> 



vdv 
ou := _ if __^i— /. yf*Y /•; . 

Le second membre est toujours négatif; la \itesse 
décroit constamment et s'annule pour une certaine 
hauteur d'ascension. Le mouvement ascendant ne pré- 
sente ainsi aucune particularité remarquable. 

On démontre d'ailleurs facilement que, aussi bien 
dans le cas de A variant avec l'altitude que dans le cas 
de A constant 1 , un projectile, même lancé avec une vitesse 

"aintient pas constante. Mais, en Balistique , la valeur absolue de ces nombres 

lites n'est pas intéressante ; seules, l'allure de la courbe A en fonction 

y et la valeur numérique de h } dans le voisinage du sol, sont à considérer. 

Cu., 6, p. 91. 
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infinie, peut ne pas sortir des limites de l'atmosphère 
terrestre. Les conditions sont les mêmes que pour A 
constant, et dépendent de la fonction V[v. et de la 
valeur limite de l'intégrale D(œ). (Négliger y devant 

la résistance et remplacer le terme , , N par une 

valeur moyenne qui est toujours finie.} 



j 



12. Mouvement descendant — On aura, eu 
prenant Taxe des y dirigé vers le bas : 

iî*L = 7 — c.'i +/i' v ) m F(iO. 

dy •' - ' - ; v ' 

Le coefficient c qui contient A se rapporte à l'alti- 
tude y de l'origine au-dessus du sol. Nous allons 
étudier la courbe (i\y). 

a) Construisons d'abord dans le plan la courbe k qui 
ré|K>nd à l'équation 

Elle est obtenue eu donnant à y d(^ \aleurs arbi- 
I mires et en cherchant dans la table des t'V la \aleur 
de «' qui est (elle que 



F V) = —, 



«•(i+A'v) 



m 



La valeur de v ainsi Iromée pour un point d'alti- 
tude y, représente la vitesse terminale qu'acquerrait le 
projectile si l'atmosphère consenail partout la même 
densité qu'en y r 

Donc, au passage du sol, r prend la \aleur ordi- 



i6 



L ATMOSPHERE 



nairc v' de la \itesse terminale pour une densité A , le] le 
par suite, que rF(î^) = (j. 



Vide interplanétaire 




K 



v 



f-w 






En un point de la courbe k, 'on a : 
<Iy i -1- A'y F' 



A'm 



F ~~~~~ÏÏm \'c) ~^»U 



Celle déri\ée indique que r décroît constamment 
dans le sens des y positifs Sers le bas). 

Pour y = jy, il faut que V(n) — oo, c'est à- 

dire v = oo, pour que l'équation de la courbe soit 
satisfaite ; la courbe admet une asymptote horizon- 
tale. 

Pour y = oc, il faut que Y V = o : la courbe 
finit asxmptotiquemenl à Taxe des y. 

Exception : si V(v) renferme un terme constant, 
y ne peut tendre xers l'infini ; la courbe fini I en un 
certain -point de Taxe des y]. 
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h) Ceci pose, la courbe K partage le plan yOe en 
deuv régions. Soient y l'altitude du point O, origine 
du mouvement, \ la \ilesse initiale du mobile, V t la 
vitesse correspondant à la même altitude y sur la 
courbe k ; la vitesse \ l est la vitesse terminale corres- 
pondant à l'altitude y n . 

iiL Discussion du mouvement - On distin- 
guera trois cas : 

Premier cas. — On a "\ < \ r 
Le mobile part (Tune position telle que V Puisque 
Vi < ^ 1 <m iUl,, a 

.7>r:. + A> ;-F(>; 

et, par suite, l'équation 

— 7— = (/ — c 1 -\- h y» m r 
« 

montre que la Vitesse r croit quand y croit. Le second 
terme du second membre croissant par ses deux facteurs 
et pouvant le fa in», au delà de toute limite, il arrivera 
un moment où l'équation 

a — rfi + h'Y m V = 

sera satisfaite, (le sera en P, au passage de la courbe K, 
et la vitesse r présentera alors un mn.rimnm. 

Montrons, en effet, qu'en ce point la dérhée seconde 
est négati\e. On a : 

rd 2 r fdr\ 2 ... ., , , ,., ., .„,,.*//' 

r/y- Wy/ » ' . , • . ,/ v 



12 



l'atmosphère 



C'est la formule • cherchée, applicable/ en Balis 



tique. 



10. Valeurs numériques. — On a l : 



i 



* = 7î>î)°> 



a 



*f* ' 



8(! 



Donc 



a/i' 



r — l = >,1 > 



Ct //' = 0,00002o'3j. 

Pour o = <>, on obtient les Ailleurs suivantes du rap- 
port — L en employant la formule de Laplaee et la formule 
balistique. 



\ v 





1 000 


2000 


3 000 


\ 000 


.") 000 


Formule do La] date 
Formule balistique. 


I , ooo 

I ,000 


0.882 
0,900 


o,779 
, 807 


0,687 
0,72} 


, 6o6< 
0,646 


+t r± ** 

o,)5) 
0,^)76 



Formule linéaire. — Pour l'application de la formule ati.\ 
théories balistiques où l'élévation des trajectoires au-dessus 
du sol n'est pas considérable, il sera toujours permis de 
substituer à la formule complète son dc\eloppcmcnl en 
série, a^ec le premier terme, qui est : 



A v 



h' y 



L. 



lh' 



1 + «0 ( 



! Le eoeflieient A est le produit /> u de lu formule ordinaire des Trait.'* 
de physique (Lois de Mariotte el (Jay-Lussaei. 



On a 



pi>= il + a/j /y 

760 X 1 * 
/-*-."„ = = " 000. 



\\HI\T10N l>i: 1A DKXSITK l)K I. \1K 



i ; 



on bien 
en posant 



h -- 



A x = A i i — A vi 
i \ li 



M' 



i -4- ah. 



Pour % = o, h est é^al à o.ooo io">. 

Km diminuant un pou le coefficient // et on le prenant 
riXiû à 0,0001. on aura, en Ire la formule complète et la for- 
mule linéaire, la compensation suivante : 



Y : - 



l'oruiiilc minplrlc 
l'Wiimh' liiiéiiiiv 



() 


I (MM) 


1 

1 

I , ooo 


o . 900 


I , ooo 

j 


0.900 



■>. Ot M) 



O.80" 



O.HOO 



On pourra donc employer la formule linéaire 



A, -— A i 1 — Iiy) 

a * 



a\ec 



h-,- 



1() . IKMI 



dans presque Ions les calculs d'application aux trajectoires 
usuelles. 

Kxceptionnellemenl. pour les calculs, par arcs, de trajec- 
toires très élexées (a et \ „ très «jrandsï. on se 1 sen irait d'une 
taille de la fonction complète 

a, = a :i (i — hyr 

Iroméo précédemment . 

Dans les discussions générales, où il ne s'aiiil (pie de théo- 
rèmes qualitatifs, on emploiera aussi cette formule com- 
plète qui donne, pour A^. une limite nulle* quand v — : -.- 
(limite de hauteur théorique de l'atmosphère -— ',«) km ' 1 



1 (it'lli 1 limite llirni i<|ii<> i-o|. niiiiiiii' «>u ».iil l«»rl «ui-cli ■smiu- «l< I-i limil 
«'\]M'rîiiii*iitalr ; la \ariali<»ii mi|i|>h-m-.- «le nu * I.- — 1. • p.u 1V1 nn'h'- 11. ■ s 



20 



l'atmosphère 



Ce point correspond au point d'inflexion de la courbe 
des vitesses, car on a : 

dv 
-di^'J- 



L\ 



cl, par suite, au point d'inflexion 

(Vv d\\ dy 



fil 2 



le second membre s'annule avec 



dy dl 



<iy 



n 



v-fr 



On peu! écrire encore, au point de résistance mini- 
mum : 

., mh'vF 

J ^ ? i + k'y V 

Après le passage par le maximum, IV décroît ; mais 

sa valeur ne peut pas deve- 
nir égale à y, sans quoi on 

. dv 
VitesseMax. aurait -j- — o, et par suite 

ï\iïésïstanœMax. la vitesse passerait par un 

minimum, ce qui n'a pas 
lieu. 

D'ailleurs il esl aisé de 
ir liX a montrer que pour y = oc 

et ?.» = o, la limile de II 
est égale à (j. On écrira à cet effet : 

F 




R = ch' 



y 



m 



en négligeant l'unité devant le nombre h' y qui lend 
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vers l'infini . Donc, pour trouver la valeur de celle 

fraction de forme — r-, on écrira : 

o 

Uni H = r y n + ' -y- = r y" 1 »■ l •- 

m dy m * r 

Comme, d'après ce qui a été vu, on n'a pas l'un H .= ce. 
il esl nécessaire, dans le second membre où v tend a ers 
zéro, que le numérateur y — l'un R lende vers zéro. 
Donc : Uni II = y. 

i >. Étoiles filantes et bolides. — Les théorèmes 
précédents permettent de donner de la luminosité des étoiles 
filantes et des bolides, une explication plus précise que celle 
cpii est admise, en général. 

« On esl ainsi conduit à admettre que les étoiles filantes 
sont de petits corps obscurs circulant autour du soleil à la 
façon des planètes et dvs comètes. Dans ce momement, ils 
rencontrent l'atmosphère terrestre dans laquelle ils pénè- 
trent et qui oppose de la résistance» à leur déplacement. 
Leur \ ilesse diminue, et une partie de leur force \i\e. est 
transformée eu chaleur : un calcul facile montre (pie Télé- 
Nation de température qui eu résulte est suffisante pour 
porter à l'incandescence les matériaux de leur surface cl 
même pour les fondre, (l'est ainsi que ces météores déjeu- 
nent rapidement lumineux : si les corps sont petits, ils brû- 
lent complètement et la lin de la combustion coïncide a\ec 
la disparition de l'étoile filante l . ;> 

Si on considère, pour simplifier le problème, un bolide 

rencontrant l'atmosphère au point y =-t-t, a\ec une \ ilesse 

dirigée \ors le centre de la terre, son momeineiit jusque-là 
uniformément accéléré, \a changer de caractère. Sa \ ilesse 
sera représentée par la courbe M* de la figure 1 ( i-à) a\cc un 
tntuimum de \ ilesse en 1\ 

1 Tis?»tiiVM) ri Amm»m:ii j». ai'i. 



•22 i,'vmiisi>iif:m; 

M ;i Js lu [/'si si ii il ii' <pie l'air lui <>ji|tosi- si'i'n (lûiinée par l;i 
l,;i température (pic va prendre le corps résulte de l'action 

i" L'A hmffemmi dû a lu résistance du milieu, el qui cor- 
respond à iiiii< Iran-l'cinnnlimi île l'uree vive en chaleur: cel 

échauffai I est proporlionnd b te résistance eF(v) dû au 

»*">< ' ïnvommenl prt ti d i j du corps, 

'." Le ivfroiihssfiiii'iil par le cnntnrl île I an- qui entoure 
le mobile ; il est proportionne] à la surface du mobile et à. 
[(i<iuantïtéd'aîrqui vient au contact, c'est-à-dire à In vitesse u 

rriniii point -iliii'' en ,u I du priai « I*- résistance 

iiiiixiiu Vprès tr passage par ce point, Vfràtwffement, 

oam la résistance, dirai i - .ite I. : ton F(v) 

éiiinl moporiiumi.'ll,. .', l„ pui-.m.rH de l., vitesse; le 

nii'iif. puisqu'il csl piopiiilii.i] I à la (ii-niiirri- puissance 

de pari cl d'autre du point < de rectst race maximum (i ',(. 
commençant en v, el finissant eu î : (Fîr a). Dons celle 
région, il j aura mi poinl tic maxii u tféclul. 

D'aill son peut admettre Ou que l'impression sur In 

réline dure assez Iciii^'Iciiijis piiue (| i Mail île l'en p:i misse 
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sillage du bolide [dont le 1/2 angle 9 au sommet est donné 

. V a \ 

par la formule sin cp = — j sera très peu ouvert et l'appa- 
rence de la traînée brillante se réduira à celle d'un très 
étroit ruban, dont l'éclat lumineux ira en se dégradant du 
centre aux deux extrémités. 

Quant au bruit produit par un bolide qui s'approchera 
notablement de la surface terrestre, il n'y a point lieu d'en 
chercher la cause dans son éclatement dans l'air. On perce- 
vra seulement le passage par l'oreille de son onde sonore ; 
celle-ci émane du centre sonore de l'observateur, dont on 

a 

v 



sait déterminer la direction par la relation cos cp = — 



§ 3. — Les propriétés des trajectoires 
dans un miliei de densité variable 

16. Équations différentielles du mouvement. 

— Quelcpies-unes des propriétés générales des trajec- 
toires qu'on établit par la discussion des équations dif- 
férentielles du mouvement i se trouvent assez notable- 
ment modifiées quand on suppose que la densité de 
l'air varie avec l'altitude. 

Dans le cas de A variable suivant la formule 
A y = A (i — /i'v) m , une seule des quatre équations diffé- 
rentielles du mouvement (5), celle de Hiodographe, se 
trouve modifiée. On les écrira alors ainsi qu'il suit : 



fl(v COST 
(k 




crV 

: (l h' Y) 


(Il 




r <k 

• 

7 COST ' 


1 C»., 6, 


rh 


\ . 



m 

J 



dx = fh ; 

II 

1 r " 1 

flV = tgTf/T. 
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Les quatre théorèmes principaux qui permettent de 
comparer la trajectoire (A variable) et la trajectoire du 
mouvement principal (A constant), sont les suivants :• 

17. Théorème I. — La trajectoire A variable, a, au 
point il (u = 00), sur la branche ascendante, les 
mêmes propriétés que la trajectoire A = const. 

On sait : i° que celle-ci admet toujours une tangente 
au point Q inclinée sur l'horizon d'un certain angle ; 

'2° Que le point Q, est rejeté à l'infini ou est au con- 
traire à distance finie suivant la valeur de la fonc- 
tion D(oo ). 

a) Supposons que la vitesse du projectile soit très 
grande, et que g devienne négligeable devant la résis- 
lancc c¥(v) et à plus forte raison devant la résistance 
c(i — h r y) m F 9 formule où y est négatif. 

La trajectoire dans la région voisine du point il, où 
on veut l'étudier, sera, à très peu près, une ligne droite. 

L'équation de ce mouvement rectiligne suivant une 
droite inclinée de l'angle sera : 

d ' S = — ci — h'y. m V 



dt 1 



* / 



Comme il s'agit de régions où y est négatif et très 
considérable, l'unité sera négligeable devant h'y qui 
tend vers l'infini; d'autre part y sera égal à s sin^ 
[iwec dînèrent de zéro, parce que, d'après la rela- 
tion d-z = 'L- dx, 7 croit dans le sens des x néga- 



tils . 

On aura donc 

rdv 



fis 



= — c(h'smh) m s m V(r) 



j 
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2 ) 



d où : 



s m ds = — 



vdv 



cVi'sinO) 1 " F(v) 



L* intégrale en sera : 



.s* 



.m + l 



m -+- i 



c (h[ sin Ô) 



m 



D('0 



D(V.)] 



Par suite, m étant positif, le chemin parcouru « est 
Uni ou infini suivant que la fonction D(oo ) est finie ou 
infinie, c'est-à-dire exactement dans les mêmes condi- 
tions que dans l'hypothèse de A constant fini si l'expo- 
sant n > 2, infini, si n ^ 2) \ 

lr Pour trouver l'inclinaison au point i2, écrivons 
l'équation de l'hodographe développée, sous la forme : 

do v V v ~~\ 

= suit -I 1 — h f y m K.V j 

COST <l ' 



<k 



*>' / 



''■j 



ce qui, à cause de la petitesse de 1 devant /t'y, peut 



' r 



s écrire : 
do 



tk 



COST 



suit H 1 



7iV m )FV 



De cette façon, on pourra opérer comme dans le cas 
d'' v constant ' et écrire : 



IL /'" 
r oV 



h' y m = -' 

COST % ' V CI 



111 T , \ <VZ 

v J COST 



Kn intégrant et remarquant (pie la parenthèse du 



1 <-». , 6. j». 179. 
s c'n., 6, p. 1 |S. 

i:\iistimi k. — 11. 



•j. 
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deuxième membre est toujours finie el que y = s sinO, 
on écrira : 

r t / ,7 rb J ^ ' p suit \4 a/. 



01 



Mais comme 



•> 



r/y = sinfl ds = t£T </t, 

il 

le second lernie du premier membre devient : 

/• sin 9 ,., . , . ds 

a / -, h' sm "\v m — - 

'V SUIT v C' 

On a d'ailleurs : 

7i' sin \ m s m ds ■= — -îv- 

cr 

Il Rendra donc, pour l'intégrale complète: 

i c( sinf A (lr . . /~ ~\ 

c J \ suit/ l/ rb \i ■*/ 

Or, la parenlbèse sous le signe f est toujours finie. 
Donc* si, comme on le suppose toujours en Balistique, 
la fonction 

de 



r de 
r = — / V — F 



esl finie pour c =- ce, le second membre reste fini etT, 

à la limite, reste différent de — . 

a 

Vinsi la lan<jenle au point il de la branche ascen- 
dante esl inclinée, mè/ne dans le cas dune densité crois- 
sanl indéfiniment dans le sens des y négatifs. 



« 
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c On verrait de même que les autres propriétés rela- 
tives au temps et à Y asymptote au point ù sont réglées 
encore par les fonctions S ( oo) et A (oo }. 

18. Théorème II. — La vitesse terminale sur la 
branche descendante est nulle, quand la densité de F air, 
variable avec F altitude, devient infinie pour les y infinis 
négatifs. 

Kn eflel, si la résistance de. l'air devient nulle avec 
la vitesse, la trajectoire ne peut s'arrêter brusquement 
en un point quelconque, à distance finie, car la pesan- 
teur ne cessant pas d'agir, ferait tomber verticalement 
le mobile et la vitesse ne serait nulle qu'un instant. 

D'autre part, la tangente au point à l'infini de la 
trajectoire ne peut pas être inclinée. 

Considérons, en effet, en un certain point M de la 
brandie descendante, la trajectoire A constant (avec 
le A du point M) et la trajectoire A variable; celle-ci 
qui correspond sur la partie en aval de Al à un coelli- 
cienl balistique plus grand sera, d'après un tbéorème 
connu l , au-dessous de la trajectoire A constant. 

Donc, elle ne pourra couper l'asymptote verticale de 

celle-ci, et elle admettra — pour limite, à l'inlini, de 
l'inclinaison t. 

Par suite, le mouvement vers la tin de la trajectoire A 
variable, se confondra sensiblement avec le mouvement 
vertical descendant, lequel ainsi qu'on la vu i3), 
admet une vitesse terminale nulle. 

Comme exception à ce théorème, il faut signaler que la 
brandie descendante peut être finie, dans les mêmes rondi- 

1 (!u . 6 p. i<)o. 
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lions que la hauteur de la chute dans le mouvement verti- 
cal (i3), cest-à-dirc si la résistance contient un terme de 
frottement qui ne s'annule pas avec la vitesse. Le projectile, 
quelque soit son poids relativement à l'air dont la densité a 
augmenté de plus en plus, devient alors, pour une altitude 
négative suffisante, comme une poussière en suspension 
indéfinie dans Je milieu. 

19. Théorème III. — Sur la branche descendante 
de la trajectoire, il existe, après le minimum de vitesse, 
un point oh la vitesse du projectile passe par un maxi- 
mum. 

Les points où s'annule do, et où par suite v est maxi- 
mum ou minimum sont donnés par l'équation : 

do v r . c , ,, ^/ n~ 

-5— = suit H (1 — hy\ m r(v) =0. 

«T COST L <J _ 

Au sommet, la quantité entre crochets se réduit à 

c 
— (1 — /A's) m F(V S ) et par suite do et c/t sont de 

même signe. Donc v décroît. 

Après le sommet, suit croît; F;V) décroît et 
(1 — h'y) m croît ; mais le produit : 

z=(i-A'y)»F(w) 
décroît, car on a : 

_ _ (, _ h y) t -£- - mh v i — hyj t -^ . 

Le premier terme du second membre est du signe 

do 
de -y- , donc positif. Le second terme s'annule au 
dx ,u. ..2 



dy v 

y 



sommet (t = o), avec -,- = — tgT. Donc dz 

x J «t a 
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et (h sont de même si^nc et z décroît comme 7. 



'rv 



Ainsi donc, des deux facteurs du crochet, le premier 
sin t part de zéro et augmente en valeur absolue jus- 
qu'à — i, en étant négatif; le second diminue et a pour 
limite + i puisque la résistance c(i — h'y) m F tend 
vers (j pour v = oc (14) • 

Comme on n'a rien spécifié dans ces démonstrations 
générales sur la grandeur du facteur h', on ne peut 
dire à priori si le crochet s'annule, en produisant un 
minimum de vitesse. 

Maison peutallirmcr que si ce minimum se produit, 
il devra ensuite exister un point où la vitesse passera par 
un maximum, puisque elle tend vers zéro pour y = oc. 

20. Théorème IV. — // peut exister sur la branche 
descendante des points oit la résistance de l'air est mini- 
er m et maximum. 

La résistance H a pour expression c(i — /i / y) ,u F.V). 
Cherchons les "variations de cette fonction. On a : 



dl\ _, . , 

d-z 



F ,, , 1V dv mlï 

1 — h y h—, — vv tg7 



Au sommet, le crochet se réduit à son premier 
terme qui est positif puisque de et (k sont de même 
signe (19). Donc R décroît on même temps que 7. 

Si la vitesse passe par un minimum, qui corres- 

dc 
pond à —j- = o, le premier terme du crochet s'an- 

** » 

nule, le second est négatif; donc 11 croît. Par suite, 
entre le sommet et le point de "vitesse minimum, H est 
jKissé par un minimum. Dans le cas d'une atmosphère 



*>.. 
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de densité constante ce |>oint du minimum de R est 
confondu avec Je point du minimum de vitesse. 

La résistance continuera à croître au passage par le 

flv 
point de vitesse maximum où —r- s'annule. 

rh 

Comme la limite de R est </, il pourra se présenter 
deux cas : ou bien, après le passage par le point de 
vitesse maximum, R continue à croître assez pour dépas- 
ser r/, et îl y aura alors un maximum de résistance ; ou 
bien R tend directement vers «y sans jamais dépasser 
cette valeur et il n'y aura pas de maximum. 

Le premier cas se produira, en particulier, lorsque la 
branche descendante sera presque verticale, depuis le 
sommet, et se rapprochera du cas du mouvement des- 
cendant traité plus haut (14) et où se produit toujours 
un maximum de résistance. 



21. Forme de l'hodographe. — i° Les trois pre- 
miers théorèmes qui vien- 
nent d'être démontrés per- 
mettent de tracer l'hodo- 
graphe du mouvement 
dans le cas d'une densité 
de l'air variable avec l'al- 
titude el la figure 3 donne 
la traduction graphique 
de ces propriétés. 
On remarquera seulement que les points de vitesse 
minimum (i\ n ,*z ln ] et de vitesse maximum Vj,^ ne cor- 
respondent pas à des points d'inflexion de l'hodographe, 

car — - ne devient plus nul en ces points. Le point 




Fi 
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ji 



d'inflexion se trouve situé entre [V m ,~ m ) et (i^Tj). En 

effet, -j- s'annule en ces deux points ; donc, entre eux, 

existe une racine de la dérivée -7-7- , c'est-à-dire un 
point d'inflexion. 

On sait 1 qu'il peut en exister d'autres, d'une nature 
complètement différente, dus au passage de la fonc- 
tion F (y) par une représentation linéaire F(v) = B x i\ 

2 Le cas d'une trajectoire sans points de vitesses 
minimum et maximum sur la branche descendante 




î 0- î 



donnerait lieu à un hodographe analogue à celui de la 
figure 4. 

3° Pour un bolide entrant dans l'atmosphère, par 
exemple sous un angle négatif, l'ho- 
dographeest une verticale IIS tant que 
le mobile est dans le vide ; en S la 
vitesse est minimum (sommet de la 
trajectoire supposée para bol ique du bo- 
lide). Il entre dans l'atmosphère en M 
sous l'angle t. L 1 hodographe dans l'air 
part en M tangentiellement à IIM, présente, en N, 



H 

S 




Fig. :>. 



* C11., 6, p. i(îo. 
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un maximum de vitesse et vient finir en O tangen- 
tiellement à la verticale ffig. 5\ 

-ri. Exemple numérique. — On a vu que certaines 
des propriétés de la branche descendante de la trajectoire A 
variable dépendent de la grandeur du coefficient de y dans 
la formule, de la \arialion de A. Aussi est-il intéressant de 
vérifier si ces propriétés existent avec les valeurs que l'expé- 
rience attribue à ce coefficient et, de plus, si elles affectent 
la portion réelle de la trajectoire, c'est-à-dire celle qui se 
trouve au-dessus du sol horizontal et non dans la région 
hypothétique située au-dessous du sol où, pour la conti- 
nuité des formules, nous avons supposé (pic la densité de 
l'air croissait au delà de toute limite. 

Or le calcul numérique *, 2 montre que les trajectoires 
usuelles de l'artillerie sont extrêmement peu affectées par 
la variation de A. Mais, si on considère les trajectoires 
maxima (pic seraient capables de lancer les canons actuels 
de la marine supposés montés sur des affûts appropriés, les 
propriétés démontrées précédemment apparaissent nette- 
ment. 

Ainsi , une trajectoire calculée par arcs [F(v) expérimentale, 
A variable suivant la loi du § 1 1 d'un projectile de 420 kilo- 
grammes du calibre de 340 millimètres tiré à 800 mètres 
de vitesse initiale sous l'angle de 4 5°, donnerait le tableau 
ci-dessous pour les arcs successifs de la branche descendante. 

* C11., 2, p. 477. 

2 J.vco», p. 148. 
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w 


V 


V 


O 


283 mètres. 


723o mètres. 


— 5 


2 79 — 


7203 — 


IO 


277 — 


71 13 — 


20 


277 — 


6742 — 


— 3o 


283 — 


6048 — 


— 40 


3i8 — 


4877 — 


— 5o 


338 — 


2971 — 


— 6o 


346 — 


— 22 — 


— yo 


33 7 — 


— 4476 — 


- 75 


327 — 


— 7 5 9° — 



ELEMENTS DE LA TRAJECTOIRE 

(sommet et poiut de chute) . 



X — 21680 mètres. 


X s = 1 1 968 mètres 


rp 1 •'If 

1 Z= IIJ D 


Y s = 7 23o — 


V M z=z 346 mètres. 




10 = $9°, 56 





On constate un point de vitesse minimum pour x = 7 envi- 
ron avec i> m = -27 7 m et un point de vitesse maximum, où 
on a v m / = 34^> m , pour 7 = 6o° environ, — c'est-à-dire très 
près du point de chute. 



CHAPITRE II 

FORMULES DE CORRECTION DE LA VARIATION DE A 

§ i . — Les trajectoires d'Euler (A variable) 

^3. Objet du présent chapitre. — Nous nous 
proposons maintenant, quittant les généralités et les cas 
extrêmes examinés au chapitre i, de donner le moyen 
de corriger la trajectoire, obtenue par la solution du 
problème balistique principal, des effets de la variation 
de la densité de l'air arec F altitude. Comme on n'a pas 
pu établir une équation explicite générale de cette tra- 
jectoire, mais seulement une série d'équations appli- 
cables à une portion ou une autre de la trajectoire 
totale et supposant des hypothèses différentes, il devra 
y avoir autant de problèmes distincts pour la recherche 
de la correction de A qu'il y en a dans la solution du 
problème balistique principal. 

On suppose ici que la formule générale 

A = A (i -/*»■» 

peut, à cause de la petitesse du terme hy devant l'unité, 
être remplacée par A = A (i — /ry), avec h = mh' 
et numériquement h = 0,000 1. Le terme en Iry 2 sera 
donc toujours supposé négligeable devant l'unité. 
Si cette hypothèse n'élail pas réalisée, c'est qu'il 
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s'agirait de trajectoires très élevées, tirées sous des angles 
de projection et avec des vitesses initiales considérables ; 
dans ce cas, non seulement les formules de correction 
de A n'auraient plus de justification logique, mais 
même le problème principal ne pourrait plus, comme 
on sait, être résolu autrement que par la méthode 
générale du calcul de la trajectoire par arcs. La cor- 
rection de A se ferait alors très aisément pour chaque 
arc en particulier. 

Nous examinerons d'abord, dans le présent para- 
graphe, le cas des trajectoires d'Euler qui correspon- 
dent à l'hypothèse F v i>) == B n v n et dont l'étude, en ce 
qui concerne le terme principal, a été faite au Livre III ' . 

a4 Équation de lhodographe des trajectoires 
d'Euler — L'équation différentielle de l'hodographe, 
dans le cas d'une résistance V'v) = B n i» u 'el dans Ihy- 
po thèse de la densité de l'air variable a>cc l'altitude, 
prend la forme 2 : 

b a u' , + 1 \ J ) COS n + 'ï 

équation où le terme ; i — hy- tient compte de la dimi- 
nution de la densité de l'air; hy est une fraction assez 
|K 4 titc pour (pie son carré soit négligeable devant 
l'unité. 

Kn intégrant il Mendia : 

-T— V+ 5.;-'i = Q + h f v -4v • 

/)/»„ (t" x ' J„ • cos" t1 t 



Il lv «-* K 



' Cil, 6. 

« Cil. 6. p. ali. 
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avec 







il 



nb n mJ 



5-W 



Intégrant par parties, en supposant que y = o quand 
= a, on aura : 

rk 

cos' 






Mais, sous le dernier signe f, on peut remplacer 
Çn (~) P ar sa " valeur principale eh ne négligeant ainsi 
que des ternies en h~y~- 

Comme (5 

, ir (h 

(IV |<r — 



il 



cos- 



il viendra : 



f Ç„(-) rfr = - - f (Q ^- 7l ) ir tK- -i- 

J* w * i/«'« V iib n it" J p cW: 



*u 



., i / ' "~ 



Remplaçant encore n _., par sa \aleur principale 

ce* 



/l6 



n 



- (Q - Ç»(t 



/* 



L .'/ 



on ol)licndra l'équation définitive qui suil : 



.'/ 



///>.. u 



-(■+ / 'r) + Çn>; 



n 



o — 



/' ' .'/ 



c/t 



// \nbj v 



r Q-ç^v-^igT-^4- 



COS" 
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Telle est la formule générale, qui, clans le cas de n 
([uelconque, fait connaître la vitesse u au point d'incli- 
naison t. Elle introduit une intégrale, fonction dé Q et 
de t. 

•±5. Cas de n = 1. — On a alors : 

n — 'i 
Çi( T ) = l S " *t — - — = — 1 . 

On a donc : 



X 



ik 

»-- ik I * e " COS 2 T 



[Q-Ç.(-)] " «s t wt = / Q-tgx " 




(|iii s^intégrcra (en prenant comme variable auxiliaire 
O — tgT = tg<p), sous la forme : 

Q L °g ^Z!g! +tga-lgt. 
On aura, par suite : 

H+*'-«- à *H(t) , M^7+ , »~*'] 

-i(y. Cas de n = 2. — Comme, dans ce cas, l'exposant 

du l'acteur Q — Çnl")] sous le signe f, s'annule, il 

reste la formule simple : 

4_j- + ç. (T)=Q _ A 4-2 r _±.j|_ (tg!T _ tg . a) 

Xby U 1 ~ *' W V -iby II 1 KJ 2.b 2 V ° ° ' 

Au point de chute, ou aura, en faisant y = o : 
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Malheureusement, aucune des autres équations du mou- 
vement n'est intégrable ; pour obtenir la correction à faire 
subir aux différents éléments calculés par hypothèse avec les 
tables d'Otto, on procédera par une double approximation, 
en traitant le problème dune manière analogue au problème 
dit des facteurs p de Siacci 1 . Il consiste, comme on le sait, 
à admettre que toutes les corrections peuvent s'effectuer, en 
première approximation, par une modification du coeffi- 
cient balistique qui est pris égal à cp y , p y étant un facteur 
commun à tous fes éléments (x, j, /, z) ; il suffit donc de 
savoir le déterminer pour un seul. 

Or puivSquc, ici, on a l'expression de x, par l'intégration 
de l'hodographc en fonction de «, il est très aisé de détermi- 
ner ce facteur p y . A cet effet, en développant la constante Q, 
on écrira d'une part : 

|I +Çi(t)= i.J 7+Çi(a) _ /( |i_iX (tg:t _ lg!a) 

'±b> u 1 * mK ibi ni ' ; -ib> W ig ib> v ° D '. 

et d'autre part : 

"ÎTS" "T + &( T ) = "1^5 — T + &(*) • 

'2b$ y II* * X J '>^Py U 

En soustrayant ces deux équations, on pourra déterminer 
p y qui est donné par la formule : 

En particulier, au point de chute, on aura : 

Ph ul «,: 
t ,= i r, f tg- w — tg- a! 

et, au sommet de la trajectoire : 

Ps = i S — ~ — 7 I ta V s — m2 ltf ! a] 

1 Cii., 6 i». \\ i. 
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27. Théorème de MM. Ronca et Bassani 1 . — 

La formule qui vient d'être établie dans le cas de 
F(v) = B 2 u 2 est bien plus générale ; elle peut, en effet, 
être démontrée pour le cas de F (y) quelconque : 

i° L'équation de l'hodographe, clans le cas général, 



du c . 

r-=~ (1 

9 



èz 



liy vF 



s'écrira, quand h 2 y 2 peut être négligé devant l'unité : 

, . N du c F d*z 

1 + h ï) — T = 3— 

J ir <j v" cos J t 

Intégrons le premier membre par parties : il vien- 
dra : 

c r" F d-z _ j_ I" 1 + /iv"| u h r dy 



et comme dy z= 



- A" 
ti?T *- — , on aura, en faisant 



9 



P COS*T ' 



à l'origine u — u et y = o : 

-/ — — =— l — ; H -,H lg-T — tg-a) 

2 Posons maintenant : 

« - h' = P, ■ 

P y étant le coelïicient ji de Siacci. L'équation de 
l'hodographe s'écrira (jî v variable) : 

du c%. F <k 



u 



(J V 1 COS 5 T * 



Intégrant, en faisant sortir du signe f la variable ^ 

' RoJJC* Vi HAMM4MI, p. !{)•>.. 



y 
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.qu'on remplace par une constante représentée par le 
même symbole, il viendra : 

1 \ U 1 U% J (J J u V 2 COS 3 T * 

Comparant les deux valeurs trouvées pour les inté- 
grales, on aura : 

C'est l'expression cherchée, identique, comme on 
le voit, à celle trouvée au numéro précédent dans le cas 
de V(v) = Ifyr. 

Ou aura : 
Point de chute : 

r Ml M-, W- V ° ° J 



•■» 



Sommet : 

Exercice. — Calculer P dans le cas de n = 1 ('i5) et 
montrer au mo^en des équations de la trajectoire dans cette 
hypothèse * que ce coefficient peut se mettre sous la forme 
obtenue dans le cas général. 



§ :\. — Les trajectoires de plein fouet 

(A variable) 

28. Équations différentielles du tir de plein 
fouet. — Nous nous proposons ici de donner, dans le 

1 Cil., 6; p. 287. 
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cas du Tir de plein fouet, les formules générales qui 
permettent de corriger la trajectoire de linfluence de 
la diminution de la densité de l'air avec l'altitude. 

En introduisant le coefficient balistique c(i — hy) 
dans l'équation de l'hodographe 1 , prise avec le terme 
en 7% il viendra : 

q du </>„., , , x d'z 

C UV C COS" T 

Mais, dans le ///■ de plein fouet, on sait que y est du 
second ordre en t. Si donc, on multiplie les deux mem- 
bres de l'équartion par(i -|- hy), on pourra : i° dans 

d'z 
le second membre, supprimer le terme — /ry" ^~ 

1 x J COS" T 

qui est du 5 e ordre en i ; 2° dans le premier membre 

supprimer le terme — hyz 2 W du, également du 5 e ordre. 
Il reste : 

( ) , , v du a , „, 7 di 
± (i -h ày) -yr + ~ - 1 Vdu = — . 

C " UV C COS" 7 



Le terme du 3 P ordre — c 2 M' du d 



onne naissance 



c 



aux seconds termes de la série qui ont été calculés 2 . 

T ( l I (Hl 1 • 

Le terme ~ hy — rr donne naissance a un nom eau 

c * uv 

terme en t 3 , tenant compte de la diminution de la den- 
sité de la ir avec l'altitude; il pourra être, suivant la loi 
générale d'addition des termes correctifs, calculé indé- 
pendamment du premier. 

1 Oi., 6, p. 3r)',. 
* Cil, 6, p. 3c|."». 



/,2 



L ATMOSP1ÎË11E 



On aura alors à intégrer les équations du mouvement 
sous la forme : 



,, , . . du <k 

<: ^ " ' iih 



.'/ 



COS 2 T ' 



J./; 



i , • , x udu 



F 

. i , , s du . I , , , llrf/4 

r// = — — (i+Aj) — ; rfv=_-(i+ty)tg T _ 



29. Intégration de 1 hodographe — On écrira : 

J t </ , f u du 

° M C C Jn* Ut 

On transformera l'intégrale du second membre comme 
il suit : 



Puis : 



udu 



/' u , • /* u udu 1 r u ( j\ , i«/i 

i,- r * = -J./ IST T == —X.('-?) J T 

Posant alors, comme définition de deux fonctions 
balistiques : 



/»u 



J'M 



■x 



udu 



I 



,u , udu 



? ? 



r» = _ / V ici, 



il \iendra, en supposant que y --= o pour a = w : 

Jy+|(J'-Ji)-^(j"-ji')' 

y-p- se transformera 



J h 

J c c 



de la manière suivante : 
du 



e/Uo 






vs 



u 



u «- u 



r*i> 
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Puis : 

/'" i r udu i T u / J\ udu 



Il viendra donc : 



S — S„ h 



7 



i 



-Sj+^(8'-8j)-- ? (s»-8i') 



en posant : 






* u udu 
S 



F ' 



s» 



f u udu 

~ i JS ~T • 



3i • Abscisse- — L'application d'un mode de calcul 
identique conduira à l'équation : 



x — 



D — D rt h 



c 



D y + ^(d 1 -dJ)-^(d ,1 -d! ) ') 



a\ec les définitions qui suivent : 



d >; = 



/ D d"(«)=-( 



JD 



udu 



F 



3'.*. Ordonnée- — On écrira : 



r/ V = 



i i«/« i . udu 



r 



V 



r 



V 



OU 



r/v 



w/u 



I 

c r 



hydy 



Dans le premier terme du second membre, il faudra 
remplacer tfjr t par sa valeur avec le terme en //. 



h 

c~ 



44 L ATMOSPHÈRE 

Par des calculs aisés *, on arrivera à l'équation : 

jj'-^(a'-ai) + ^(a"-<+i-( 9 J B -f)(D-D.)] 

avec les définitions qui suivent : 

a\i*) = — / j 1 -^, a » = — / (j II + J 1 J)- ir . 

33. Résumé. — Le problème de la recherche du 
terme secondaire du problème balistique, correctif de la 
variation de A avec l'altitude, dans le cas du tir de plein 
fouet, se trouve donc résolu, pour un point quelconque 
de la trajectoire, moyennant l'introduction de 8 fonc- 
tions balistiques nouvelles : 

j\ J u pour Y inclinaison, d 1 , d 11 pour Y abscisse, 
s 1 , s 11 pour le temps, a 1 , a 11 pour Y ordonnée. 



4 On a 



On écrira : 

/""/ a . I . . \ udu /"u uiin 

J u j_j v+ l, j ,_ j , ) __ (jl ,_ j u,)_ = _J u/ ,_ 

- r« .,«*_.;_ r u i „j^._i(' f/ill _Ji[\ pana 



fu ,„/„ fa fa , /^u 

*-F = -/ . W J'=-. V J'+ j'«Cr = — *a«— — .1 j'i 

Juo l Ju Ju <- ,/up 

=- ,j, -Tin"-T)-=-.vj'-ij uo j'- F +^j uo j' J 



Ufin 

or - ■ 



Wf/« 



On on déduit la formule donnée dans le texte. 
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On peut remarquer que : 

i\u) = A(ii), et que &\u) = — D 2 (u). 

Le terme correctif de la variation de la densité de 
l'air avec l'altitude est du 3 e ordre en t (quelle que soit 
d'ailleurs la rapidité de cette variation, c'est-à-dire la 
grandeur du coefficient li). Il est évidemment toujours 
positif. 

Comme le terme du 3 e ordre, dans la série de plein 
fouet, est, avec la loi de résistance de l'air expérimentale 
(/i > i), toujours négatif 1 , on voit qu'une certaine com- 
pensation se produira et que la trajectoire de plein fouet, 
calculée avec le premier terme seul de la série, pourra 
très souvent donner une approximation suffisante. 
Mais, pour l'affirmer, il faudra, tout au moins, procéder 
à une évaluation approchée des deux termes du 3 e ordre 
négligés. 

34 Formules du point de chute. — Afin de 
mettre les résultats précédents sous une forme pratique, 
on peut opérer pour le terme en /i, qui tient compte de 
la variation de la densité de l'air avec l'altitude, exacte- 
ment les mêmes transformations qu'on a fait subir au 
terme en t 3 de la série 2 . 

Nous donnons seulement les résultats des calculs, 
qui ne présentent aucune difficulté. 

Désignant par la notation || || les éléments du point 

1 Cil, 6, p 31.». 
- C11., 6. p. 104 

3. 
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de chute dans l'air de densité variable avec l'altitude, on 
écrira d'abord : 

<> = 7 [DiM — D 1 l - [A|K|| — A ] +<fhk r 



c 



tg CD 






Ti|=--LS|Ki|-Sj + y :, Ak : „ 



en posant : 

D M — D, 



ki 



^'ai 



n 



il 



'M 8»t.j 3*0/ ^8 W 8»o j 



„,D« — D 







*w 



+ (ji,' 



Jo - 

A» 



lD M 



k, 



'!•> 



,A,, 



i' 

«loi 



Jo vu Jq / 



A,, 



b 0- 



. = / D,, - D„\ 
''• \A„ — A-/ 



•■> r~ 



k = 



'w 



A 
D 



'«ii 



So> Su % S W Sq; 



, ri D„ — D 



0' L- 



kt!> 



^Af> "o/ L 



il '^11 



d w — du — d" — d u 



,x D,, 



L (M 



— A 



m 

Le calcul se continue exactement de la même façon 
qu'à l'endroit indiqué, de sorte qu'en réunissant les 
formules des deuxièmes termes provenant de la série 
(terme en t 3 ) et de la \arialion de la densité de l'air, on 
écrira : 

n.||=ii. + <f{2:-h a!) 

F„ A _A„ 



avec 



K = k, - 



u„ J,,(D,.,— D ) — (A„— A„) 
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î|rg W ||=igco+ 7 ^(3i-/ii«) 



->." 



î" - ^ «J%, A,, - A, 4 " 
;V i| T||= T— y »(Si-/«ai) 

avec 3° = k, -h ï^- 5 211 ?' a " 

4- |[\i| = x-7'(a>!:-&i» , B ) 

*- = k - + F iFÎl < 



avec 



On obtiendrait des formules analogues pour le som- 
met.) 

Vinsi donc, pour, réduire la solution numérique du 
problème du tir de plein fouet à la plus grande simpli- 
cité, il suffira de calculer une fois pour toutes, avec la 
fonction F(r) expérimentale, les tables a double entrée 
des fonctions a , 1°, S et b°. 

On pourra même, en adoptant une \aleur de /*, par 
exemple h = o,oooi, fusionner les deux tables des 
fonctions telles que 21^ et ajj, et déterminer ainsi, d'un 
coup la valeur numérique du terme en t :i de la série, 
qu'il provienne du développement de Tavlor ou de la 
variation de A avec l'altitude. 

§ 3. Tilt COUVRE V FV1RLE VITESSE A VVRIVRLE 

,J5. Équation de Thodographe — Proposons- 
nous, pour le cas du ///• courbe à faible vitesse, de 
déterminer, comme pour le tir de plein fouet, le terme 
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correctif dû à la variation de la densité de l'air avec 
l'altitude. 

Nous supposons qu'on néglige, dans le développe- 
ment, les termes en c l (hypothèse du tir courbe à faible 
vitesse, pour la recherche du premier terme de la série) 1 
et, de plus, que li 2 y 2 est négligeable devant l'unité y à 
cause de la très faible hauteur des trajectoires considé- 
rées. 

L'équation différentielle de l'hodographe s'écrira, avec 
A variable avec l'altitude : 

g \COST/ COST 

et pour obtenir le premier terme de la série, il faudra, 
ainsi qu'on le sait, remplacer u par u dans le second 
membre. 

En intégrant, il viendra : 



u = u 



i - j (S(a) - 3(t)) 
en posant : 

Sfc = Ç-'t) - h f"y F (J±-) — . 

V s ' ,/û \COST/ COST 

Pour évaluer Tinlégale du 2 e membre, on peut écrire, 

à un terme en — près, pour y variant de 7 à o, 

•/ 

v : If y- 

■'■!! ' 
et par suile : 

*9 «A* \cost/ cost 

1 Ch., 6, p. 4-J6. 
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ce qui s'écrira, en intégrant par parlies : 



ha 2 , 



(h 



S{< = Ç(T) +— tg*T Ç(T) - 2 / >>} IgT-^- 

^ ' V ' ?.(/ L i'0 v ' COS"T 

Mais, cetle dernière intégrale représenle * la fonc- 
tion Ç(t). 

On aura donc : 

s:-)=5V + -^[ig 2 TÇ(,)- 2 ç(,)]. 

36. Éléments d'un point quelconque — Si on 
prend la valeur trouvée pour u et qu'on la porte dans 
les autres équations différentielles du mouvement (5), 
on trouvera les formules suivantes, tout à fait analogues 
h celles de A constant 2 , au remplacement près des petites 
lettres par des majuscules. 

(1 = 11,— ^[S{a) — SVj 
«/ 

/ =— 'tga — tg T M-— -IXa)— XV— S (a tga— IgT 

? •> 

.r = — (tga — tgT H ° — lx a ; — XT' — S.a)aga— tgT N : 

fi K il it v X ' \ / \ *■- t. / ! 



211," V , 






' \ '\ 9 



Z: Sa t«ra — 1<tt 






v = -^ (t? 2 a — tjrV + ^ - r Z ( 
' -'.7 ' .7 .7' v 

On a posé, comme définitions de nouvelles fonctions, 
analogues à X T , °* ? T ! : 

X t -= / Sti — -7-, Z(T = / S: tgT -- 

J {i COS-T X ' .'„ ■ * C COS-T 



1 On.. 6. p. î M) 

* (!ll.. 6. J». |iH». 
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ou encore 



*tt = xW + % f (t«**M - *M) ^ 



2 </ Jo 
liai 



cos' 



ZW =Ç(.) +^jr ; ( t g- , ,Ç(x)- 2 Ç(,))tg,-^ 



COS''? 



Ces (onctions sont calculables pour une loi quel- 
conque de résistance de l'air ; on sait qu'elles dépen- 



dent des deux variables m et t. 



>;. Cas de P(v) = B n v n . — Calculons les trois fonc- 
tions E,i, X Q , Z n dans le cas d'une résistance monôme. 

On a : 



«0 



S a (.) =Ç n (,) + h^\ 1^ t ç u (t) - atW] 



Main 1 



On a donc : 



»J 



%# ' \ Çll'~) y- 



lï, 



Sn(^)-Çh(-| + /^|Ç„ + â (-=)-Ç«(-=)l 



y 



'> u X„('t). 

On trouvera de même : 



n(') = X" ( ~) + h ^j [Xi r l(-) — Xn( 



>Z n (Y). 

Kl aussi : 



■> 



Zn(-) = Çn(*) + h ~ j Çn + »(-=) — «»(■=) 



^ 



1 ('.h., 6, p. |T>2. 
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Remarques. — i° On sait qu'on a l : 

•±° Les théorèmes sur l'angle de portée maximum démon- 
trés 2 dans le cas de A constant subsistent entièrement dans 
le cas de A variable avec l'altitude, puisque, par hypothèse, 
la variation de c due au facteur (1 — hy) ne change qu'infi- 
niment peu ce coefficient balistique c. 

§ 4» Al TUES CAS D'INTÉGRATION 

A V V II I A n L E ) 

38. 1 er cas. Mouvement vertical ascendant ou 

descendant. — Mouvement ascendant 3 . — On aura : 

<l 2 y 
-jjT= — f J — c i l — *v)F(<\ 

de 

nu : — -. cAvF = - •- Ut + cV) 

dl c KJ J 

Si on remplace y par sa \alcur principale 

ry=A — A , 
ou aura : 

' ai = - ,lv - h (A _ A » )F ' / " 



""A — A.W 



il'oii : c/ = L — Z, — <A / "^ , V,, - rfi\ 

A .'/ + cl' ) 



1 Ch., 6. |>. j'>i. 

' Cu., 6, p. ;«'•. 

1 Ch., 6, |>. »S. 



3 2 L'ATMOSPHERE 

On aurait de môme : 

cy = A — A — en / ± — ■ — =rr-vdv. 

On introduit ainsi de nouvelles fondions balistiques 
(deux pour / et deux: pour y) dépendant de la variable v, 

du paramètre— et de la constante arbitraire \ . 

Mouvement descendant l . — On aura : 
d 2 y 

■jff = 9 — < l + h y) v > 

et j>ar un calcul tout semblable au précédent, on obtien- 
dra les formules : 

S S » + ../v„ (0 — cF) 

où s'introduisent quatre nouvelles fonctions balistiques. 

39. 2° cas. Développement de la trajectoire par 
la série de Mac-Laurin. — Les dérivées successives 
de y par rapport à x, dans le cas de A variable, s'écri- 
vent ainsi 2 : 



dy d 2 y 

== te": J — 
dx ' r/,7; 2 


.7 


■> •> » 

r~ cos _ t 


dx* v* cos :i T ^ 


//y) cF(V), 


1 Cil, 6, j>. <)C>. 




- C11., 6, p. '210. 
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d'*y igcF 



dx* 



'—s — r ( l — ^y) 



V COS'T 



f vF' 

2sm? (y 



+ cF(i-/ t y)(Ç-4 



_ i — h r 



v suit 



L'équation de la trajectoire prendra la forme : 

cjx 1 



y = xigx — 



a VJ cos' 2 a 



2 c¥ n 

«3 \ ,, cos 4 a 



2 



— a;'! LLï ' /V 1<" \' 

.3 Vicos 2 «l + cF ^i-»-4J 



+ - 



\ -(- A Y* sin a 



L'influence de la variation de A ne se fait donc sentir 
que sur le terme en ,r v de la trajectoire. 

A , \ l9 V.,... étant les coefficients de x, x 1 , x'\.. dans 
le crochet, qui oui été déterminés pour A constant, 

V , \' { , V 2 étant les coefficients des mêmes puis- 
sances pour, le cas de A variable, on a : 

K = A, 

ÂcV 
A| = A, — -f ".. AVÎ sin a 



\ J cos 2 a 



a: = A, 4- 



4«-F„ 



\ S cos :} a 



AVÎ 



V F' 



\ L 

V F' 

-|- 2^ snra I — ^ i 
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4o. 3 e cas. Arc de trajectoire, développé par 
les fonctions de Siacci — Intégrer l 9 



— — = — ± — fi 



cos't ccos 
i 



rit 



(h 



Ix 



cos a 






« , . » ,*- . sin a , , . id? 



i" On trouve : 
J 






cos a 



-3T l g a 



J(D — D ) — (A — Ao)] 



— — ^ + -j.8ina[p— P. — D„(S 



D — D , /T 
.c = cos 7. - -j x~ (g a 



s.)] 



C 

D — D 



sm a 



i +4/* 



avec une seule nouvelle fonction balistique, savoir : 



-J, d t- 



:»." A u Ire forme : 



% - = q 



T lga[X J — XJ— D„(j 



J.)] 



cos a c 

avec X J = — / H J z= / jjr/j 



^ = ^V^ + ^ slna i- XS - X? - D o( s - s o)j 

I ' \j 



avec X s = / Dr/S 



<'»., 6, p. ;i 
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x = cosa ■ — -H — - sinacosa[X D — X* — D (D — D (l ) 



avec X D = / DdD 



y = 8ilia ?_B. + ^ 8 i n . a[ X»_X»_D a ( D _ Do ) : 

4 1 4 e cas. Tir tendu à grande vitesse — Inlé- 

grer 1 , . 

. . cosa . r(/r 

r/r = o ; flx = ( i -h hy) -p- ; 

c v 

. i , . . dv , sin a , . N w/r 

'// = i + W T ; <h = ( I +/ IV )__. 

Ce sont pour /, x et y, exactement les mêmes for- 
mules que dans le 3 e cas. 

1 ('h., 6, p. î3-2. 



CHAPITRE III 

VENT ATMOSPHÉRIQUE 

| i . — Formules générales 

4?. Conditions du problème. — Nous supposons 
que l'atmosphère, dans la région où se meut le projec- 
tile, est animée d'un mouvement d'ensemble, par un 
vent de vitesse constante w soufflant horizontalement. 
Nous nous proposons de déterminer l'influence do ce 
mouvement général de translation sur la trajectoire 
d'un projectile, afin de pouvoir ramener au cas normal 
d'un air calme un tir fait dans une atmosphère agitée, 
ou inversement. 

On sait que, en général, la vitesse w du venl aug- 
mente à partir de la surface de la terre quand on 
s'élève dans l'atmosphère. L'hypothèse de la constance 
de w n'est donc qu'approximative : elle est pourtant 
justifiée, quant à son emploi en Balistique, par les 
raisons suivantes : 

i° Les tirs de l'artillerie navale, soit à bord, soit au 
polygone de Gàvre, sont faits au ras de la mer. En 
raison de l'absence d'obstacles sur toute la surface du 
champ de tir, la constance de w en bailleur esl beau- 
coup mieux: assurée qu'à terre. 
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s° On a soin de mesurer w par un anémomètre 
élevé et à. l'abri des obstacles. 

3° Enfin les trajectoires que Ton a à considérer en 
pratique ont, en général, une flèche assez petite pour 
que le terme correctif de la vitesse du vent w (i -f- ky) 
tenant compte de sa variation avec l'altitude, n'intro- 
duise dans les équations que des termes d'un ordre 
de petitesse négligeable. 

Ç étant l'angle formé par la direction du vent et le 
plan de projection, w sera considéré 
comme positif si sa composante w cos Ç »f •> sf 
sur le plan de projection tend à augmen- M 
1er la portée, soufflant par suite vers X M\ J. *w*n% 

w sin Ç est la composante normale du 

Vf 

vent dont la direction est indiquée par lg ' 

les lettres G (gauche) ou Dr (droite) . Sur la figure 
w est négatif et Dr. 

43. Axes mobiles. — On suppose connus, en air 
calme, les éléments d'un point quelconque de la trajec- 
toire en fonctions des données 
initiales (V ,a,c) . Soient (fig. 7) 
p. trois axes rectangulaires 0,xyz ; 

O j ' p .t». le plan de projection est xOy. 

jj;:- : -— Le vent souffle horizontalement 

^*Â" dans la direction KO. 

Y\„ - Soit un point de la trajec- 

toire en air calme, le point 
de chute, par exemple. Ce point est en P sur (Jx et il 
s'agit de déterminer la position P' du point de chute 
sur le plan horizontal lorsque, les conditions initiales 
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restant les mêmes (\ , 0, c), l'atmosphère sera animée 
d'un mouvement d'ensemble de vitesse w. 

Supposons qu'au moment où le projectile sort du 
canon, on imprime à tout le système, axes de coordon- 
nées, bouche à feu, projectile, atmosphère, une 
vitesse w égale et contraire à celle du vent : rien ne 
sera changé au mouvement relatif du projectile et de 
l'atmosphère par l'introduction de ce mouvement com- 
mun de translation. 

Relativement à ces axes mobiles le projectile che- 
minera dans un air au repos; mais la vitesse initiale 
n'est plus égale à \ , ni l'angle de projection égal 
à a. Il faudra composer, en effet, pour avoir en gran- 
deur et en direction la 
nouvelle vitesse initiale, 
la vitesse \ avec la vi- 
tesse w imprimée aux 
axes mobiles en sens in- 
verse du vent. 

Dans la ligure ci- 
contre, on a supposé w 
négatif (vent Al). Soient, 
dans le système d'axes 
mobiles, \' la nouvelle 
vitesse initiale, a! le nouvel angle de projection, (ï 
l'angle qui fait le nouveau plan de projection avec 
l'ancien. 

Sur la ligure 8, ou a 




CM 



1 



0\ 



w : 



Oi\ 



On écrira alors les relations qui suivent, obtenues par 
projection sur les axes : 



VENT 4TMOSP1IKIUQI K r >y 

i" OC = AB + DC = \ cos a + wcos Ç ; (\ "ont À T ) 
BC=wsinÇ = OC tg[S; 

d'où : 



•gP=v 



w sin £ 



Y cos a -(- wœs w 

. 2 " ^B = OBtga , = MI) = V u sina; 

ÔB 2 = ÔD J + DB 2 + » OD. 1 )B cos £ 

= Y 2 , cos 2 a + w 2 + r>.\ u w cos ol cos ^ ; 



1» * 
ou : 



\ „ sin a 

tg a' = , , t 7 -^ 



;j» ON 2 = Mî s + OB' = \ 2 siir a + Olt* ; 

d'où : 

V' 2 = V j -f- w- + A w cos a cos JT. 

On aura ainsi les formules générales sui\aiiles : 

i) i»rp = — 



Wsm ^ 



\„ cos a — wcos Ç 

\ sin a 

2 tg a = — — - — 

V YJ cos a -j- W 2 - - r* \ w cos a cos *Ç 

S) VJ = \'o + W 2 — 'a \ u W cos a cos w. 

w est positif pour te vent W et nétjulif pour le vent A\ 

44- Solution du problème. — Le problème se 
trouve maintenait! parfaitement défini et la position 
«lu point P', point de chiite du projectile dans l'air 
agité, résultera de la construction suivante : 
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i° Par 0, menons une droite faisant avec Ox l'angle [3 
et soit, sur cette droite, trace du plan vertical de pro- 
jection auxiliaire, OQ la portée de la trajectoire dont 
les conditions initiales sont V et a'. 

Mais, quand le projectile sera parvenu en Q, tout le 
système qui a été entraîné dans une direction opposée 




à celle du vent avec une vitesse w, aura parcouru un 
espace wT' (T' durée du trajet de la trajectoire (V' ,a')). 
Pour ramener le point de chute à sa véritable position 
par rapporta l'observateur qui est resté immobile en 0, 
il suffira de mener QP' parallèle à la direction du vent 
et de prendre dans le sens du vent QP' = wT. 

P' est la position cherchée du point de chute dans 
l'air agité. 

Si" Soit P' projeté en q sur l'axe des x. 

Définissons Portée dans Pair agité et désignons par 
X w la longueur Oy, abscisse du point de chute P'. 

X' étant la portée, sur la ligne OQ, de la trajectoire 
(V ; , a 7 ), on aura X' = OQ et par suite : 

X w = X'cos £— wT'cosr. 

Or, sur la figure 8, en considérant le triangle ODB 
on a : 



w 



sin ,8 



V COS CL 1 

sin Ç 



\ cos a 

sin (Ç — P) 
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d'où on déduit : 

cos jâ = 

On aura ainsi : 



V cos a + w cos £ 



m, 



\ . =-2L X 



W cos 



u 



V cos %' 



< ( T ' - £) 



(vent A 7 ) 



formule où s'introduisent les vitesses initiales horizon- 
tales u () et u\ des deux trajectoires (V ,a) et 'V^a'). 

.'3° Appelons, d'autre part, E q la distance du point 
de chute l v au plan de projection, c'est-à-dire E ( , = l y y. 
On aura : 

E,, = \\ = Q V — QB = wï' sin : — V sin 4 S 
Mais on a, dans le triangle ODB de la ligure 8, 



sin p 



w sin v 



u. 



il Aient donc 



\ 



E = w sin £(T' -7 

1 \ u 



Le problème est ainsi résolu par les deux équations 
qui surent W positif pour le \enl .îl N et qui donnent 
les deu\ coordonnées du point de chute relativement au 
plan de projection : 

// r v 

xv =-.--£ Y +wrosri I — 



u 



L 



u. 



E 



r Y 

W sin ^, I ,- 



n - 



r.\ii<rnii i . — n 
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La vitesse w du vent est supposée de grandeur 
quelconque relativement à [a vitesse du projectHe, 

Lu durée du trajeL T„ dans l'air agité est la même 
que la durée du trajet T de la trajectoire (V ',a'J. 



4">- Trajectoire gauche du projectile. — Les 
formules qui ont été établies ci-dessus sont générales 
et s'appliquent non seulement au point de chute, mais 

à un point quelconque île la Irajeelnire, d'abscisse Se* 
dans la trajectoire (V' 4 «'). 




i" Par suite de l'action du vent, le projectile décrit, 

liens du plan de projection une liajecloire gaticlie 011 l y . 

S.. h. dans un plan faisant avec le plan de projectiw 
un angle 'i, tracée la trajectoire (V„',a'), C'csl la 
courbe OKQ. 

D'un point quelconque (œ',v y ,f) de celle courbe, on 
saura déduire un point ''■.''.'« de la Irajnluire gnuclie 
011 l* J . On aura, en effet, tout d'abord : v„ - / ■■[ 
/. = /'; d'autre pari .'■„. se déterminera en menant par 
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ta point p'-.v') "ne droite horizontale parallèle à la 
direction du vent, sur laquelle on prendra une longueur 

.''.'■„ = w/'. 

•'.'■' Les ileux trajectoires se Iroincnl ainsi BUT an 
i:\lindn.' à génératrices liorizonlales. I,ji projection hori- 
zontale tir la trajectoire gauche OUI 1 ' est une courbe 
OAP* donl il esl facile de (liJlei'iTiiner la langenie <n mi 
l'niiii \ parla méthode do Ftoberval. Il suffira de porter, 
suivent une direction parallèle à OQ, une longueur 
é»ale à la vitesse liuri/onlalo il' iln projectile en x'y' cl 
suivant la direction du veut une longueur c^alc à w 
La résultante île ces ileuv vitesses donnera la tangente 
VIS eu V 

Le plan langenl suivant ■<■„.'■' au cylindre coupe le 
plan horizontal suivant CB el 
celle intersection est connue, 
eu MC = / 'cotg T, sur la 
trajectoire h En joignant le 
point de rencontra li de la pj~. M 

tangente Vbel de la droite CB, 

au poinl .'w., on aura la tangente en ce point à la 
tajectoire gauche 11. 

C la vitesse horizontale sur la trajectoire \ \ r y.': 

n constamment en décroissant, lu projection horizon- 
talc de la trajectoire gauche esl connexe du côté' du 
plan Je projection ; elle .-si d'ailleurs tangente à l'axe 
des ..■ el le projectile part, dans le plan de projection, 
avec la vitesse V„ el sous l'angle %. 

i \u bout d'un temps inlini, l> projectile sur la 
trajectoire \ :i -j. , esl à l'extrémité, de l'asymptote ver- 
ticale. En incitant dans la direction du vent, par celte 
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asymptote, un plan vertical, ce plan contiendra la posi- 
tion extrême du projectile dans l'air agité. 

La projection horizontale de la trajectoire admettra 
donc une asymptote parallèle au vent et passant par le 
point 1 de l'asymptote verticale de la trajectoire (V ',a'). 
Horizontalement, vers le point I', le projectile tend, par 





Fig. 12. 



Fig. '*• 



suite, à être entraîne avec la vitesse même du vent ; 
il devient, au bout d'un temps infini, solidaire de 
l'atmosphère dans son mouvement de translation et 
cela quel que soit son poids. 

4° Si on considère maintenant la trajectoire elle- 
même, elle s'approche indéfiniment du plan vertical IF 
et tend à prendre dans ce plan une direction et une 
vitesse terminales résultant de la composition de la 
vitesse v' terminale en air calme, dirigée verticalement 
et de la vitesse w du vent dirigée horizontalement. 



Cette inclinaison limite / sera donc telle que tg i = 



w 



V 



t y 



et la vitesse terminale aura pour valeur \/v fi 



w* 



5° D'après cela, les figures ci-dessous, se compren- 
dront aisément. 
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I. Cas d'us vent soufflant dans le plan de projection 

Nota. — Pour simplifier la figure, on n'a représenté 
qu'une seule trajectoire (V^a'). En réalité la trajectoire (\' ôl') 




W 



Fig. ,',. 

du vent (H- w) n'est pas la même que la trajectoire (\ n oi') 
du vent ( — w). 

II. Cas d'un vent soufflvnt normalement au plan de 
projection. 

r 




/ a? 



rur. i). 

Exercice. — Ktudici* les brandies ascendantes (en amont 
de l'origine) clos trajectoires ( — w) et (+ w). 

î*>. Application. — On suppose un projectile lancé hori- 
zontalement et soustrait à Faction de la pesanteur dans un air 
4 ni souffle un vent A\ de vitesse ( — w) et de direction u. 
(Juelle sera la trajectoire du projectile (Ilot leur lancé dans 
une eau courantej. 
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Le vent venant de la van t, l'angle (à sera défini par la rela- 
tion 

t 6 _ WsinÇ 
g ■ V + w cos Ç ' 

La vitesse V , dans la direction ji, [sera donnée par la for- 
mule 

V? = \i + W 2 + awV, cos ;. 



Fig. 16. 



Prenons, comme axes de coordonnées, Oz', direction du 
vent et Ox', direction j£. Dans ce système, les coordonnées 
d'un point (z r ,x f ) de la trajectoire seront données par les rela- 
tions : * 

z' = PQ = wf et x = OP, 

ou bien, d'après les formules du mouvement rectiligne 1 : 

D(t/) - D(Vi) , _ S(t/) - S(V4) 



x = — : — - : z 1 = w 



c 



Les deux coordonnées sont fonction de la variable indé- 
pendante v' dont l'élimination donnerait l'équation de la 
trajectoire, 

Exercices. — i° Discuter le mouvement. — Forme delà tra- 
jectoire. — Le projectile tend à prendre une vitesse recti- 
ligne et uniforme, équipollentc à celle du vent. — Forme 
hyperbolique ou parabolique suivant la valeur-limite des 

1 Cu., 6, p. 74. 
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fonctions balistiques D et S pour vl = o. — Cas où le flot- 
teur lancé d'une rive pourra atteindre l'autre. 

•2° Cas d'un vent _ÎV. 

3° Si on fait F(u) — B n u u et cB n = b n , il viendra, d'après 
l'expression des fondions balistiques D et S 1 . 



Pour /i = ï, on trouve la parabole 

V 



(" — 0^' 



* 

w 



+ 1 



n— 2 



■* 



47. Cas où west très petit. — i° Dans la plu- 
part des tirs, la vitesse w du vent est très petite relati- 
vement à la vitesse horizontale du projectile, de sorte 
qu'on peut négliger w 2 devant u 2 et à plus forte rai- 
son devant V;;. Les formules du n° 44 se simplifient 
alors et deviennent : 

a w sin ^ 

\' cos y. 



tga' 



1 er j 



W cos Ç" 1 
V cos a 



V' = V 



w 



cos a cos 



Posons alors, comme conséquence corrélative de 
l'hypothèse faite : 

= a+da et V =Y +dY . 



a 



t)a et 0V o étant des corrections très petites, il viendra : 



. w Y . 

0a = rr- cos s si n a. 



ov. == 



w cos s cos a 



• C11., 6, p. 81 
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Si X est la portée de la trajectoire (V ,a), la portée X' 
de la trajectoire (V ',a') sera donnée par la formule : 



X, = X+ #-^ 



ÔX 

da 



da. 



et les formules du n° 45 deviendront : 

w.. 



x w = 



U. 



w cos £ 



X 



dV ov ° 



dX 



da 



da 



W COSk 



rp X 

Un 



Ou encore, en négligeant des termes en W 2 , et en 
désignant par E x la différence des deux portées, X w dans 
l'air agité et X en air calme : 



E v — wcos £ 



E„ = w sin £ 



T — 



dX . dXl (ventJR, 
dV da J w positif) 



u 



o -J 



On a, en outre, pour la durée du trajet qui est la 
même que sur la trajectoire (a -f- da, V + dV ) : 



E T = w cos£ 



ôT 



cos a 



dV 



-- + 



sin a dT 



da 



2° Dans lliypotlièsc de w petit, les composantes 
wcos ^ et wsinu du vent agissent séparément, la pre- 
mière modifiant seulement la trajectoire dans son plan, 
la deuxième produisant l'écart E q hors de ce plan. 

Les deux autres variations des éléments du point de 
chute, à savoir E w , de l'angle de chute, clE u , de la vitesse 
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restante horizontale, seront données en conséquence par 
les formules : 

,„ y, Tsin tù cos 10 0(i) sin a Oto 
h u = w cos U cos a — ^ -| - — 



1- y r . ^ 

h u = — w cos L 1 -f- cos a - 



ôa w sin a 0a w 



i>V V da 

obtenues en combinant la correction de la trajectoire 
[y. -\- Da, V + dV ) avec le mouvement relatif 
— w cos Ç dont est animé le point de chute. 

On établirait des formules analogues pour un autre 
point de la trajectoire, le sommet, par exemple. 

Remarques. — i° Dans E x ', on peut remarquer que le 

dX sin a dX , 

terme — cos a 3V7 — I- -tt r^r doit être iiegatil ; car on 

OV V o\ 

a toujours E x < w cos Ç. L'égalité E x = w cos £. suppose- 
rait, en effet, que le projectile est entraîné par l'air, avec la 
\itesse même du vent, ce qui n'a lieu qu'au nout d'un temps 
indéfini. 




grand angle ou la vitesse horizon laie «j au pi 
jectile devient petite et comparable à la vitesse du vent w. 

48. Sur l'écart latéral- — Le projectile est 
entraîné perpendiculairement au plan de projection avec 
une vitesse : 

tlE„ dz • * f u 
1 = -7- = w sin £ 1 



( 



It dt '\ u 



0' 



Cette vitesse est nulle à l'origine du tir ; elle est éga- 
lement nulle dans le vide où u = u ; elle ne devient 



égale a wsin X qu'au boul d'un temps infini où le | 
jeelile participe complètement au mouvement de l'atn 
sphère. 

Cette Formule montre également que l'effet du \ 
sera d'autan I plus sensible sur un projectile : 

i" Que sa vitesse n , sera plus considérable, c'est-à-dire 
qu'il sera tiré avec une plus grande vitesse initiais ou à 
égalité de vitesse, sous un angle plus petit: 

■i" Que son eoel'licieiil li.disliipie sei'ii plus grand, ear 
le rapport — diminue d'autant plus vite que c est plus 
grand. Doue les projectiles libers secoul plus influen- 
cés par le veut que les projectiles lourds, 

I égaille rlr jiniils, de den\ projectiles de section dif- 
férente, le plus allongé, dont le coefficient balistique 



, I, 



. ; , 






4')- Résumé. — Les principes du mouvement rela- 
tif appliqués à l'ensemble, canon, projectile, atmo- 
sphère, permettent de ramener, dans le cas le plus général, 
i W quelconque-), le calcul d'une trajectoire en air agile 
au cas d'une autre trajectoire (V£, a') en air calme. La 
solution esl don.' complète, puisqu'on suppose que le 
problème balistique principal esl résolu. 

Dans le ims où la \ilcsse du vent W esl très petite r 
lavement à la vitesse liori/onlrde du projectile, lésé 
lions, plus simples, permettent de calculer le tern 
correctif dû au vent, en partant de lu trajectoire ,\„, 
supposée connue, l.e calcul du terme correctif ] 
,\>- 9a 



1:1 



des dérlvéi 
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-r— , etc., au point où on veut évaluer la modification 
due a l'existence du vent. 



5o. Exercices. — i° Donner les formules générales 
(w quelconque) et simplifiées (w petit) quand on suppose 
que le vent possède une composante verticale l . 

■i° Cas du tir courbe à faible vitesse. — Etablir la formule 
qui donne E x . 

'i° Dans quel cas la trajectoire (V^a') coïncide-t-elle avec 
la trajectoire (V ,a) (w quelconque) ? Quelle est alors la 
valeur de l'angle (à ? 



[ 



Rèp. — Quand (vent JR), on a 



w W 2 ~| 

cos Z, = — T7 et cos a = 1 - 



W 

•à\q cos a 



i° Démontrer que, dans le cas du vide, on a toujours 
r _ dX sin a dX 

1 COS a rî, rj — = (). 

dV V dx 



| 2. C-VS DU T1U DE PLEIN FOUET 

5i . Formules de correction du vent — D'après 

les relations établies au n° 4", pour pouvoir calculer les 

effets du vent sur tous les éléments du point de chute de 

la trajectoire (V ,a \ il suffit d'avoir l'expression des déri- 

. „ ù\' 0\ OT Oï 
vees partielles _, — ;_,_, etc. 

Ces dérivées sont connues et ont été données dans 



1 Hélie et Hlgomot. T. I, p. 3jo. 



•2 
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l'étude du problème principal 1 . On a, en effet : 



[ da — 



X 



tgw 



+ (i+Z 



Z) i^ a ] 



w. 



VL = ( , JÏ2/ 

dV \ l + u/ J Jc¥ \ ' 



( 



du 



r X 



L H -'gW 



+ 1 + 






«i y <*o >o 






■+^=+f. + #ï)A*. 



«i»gw 



H; 



dV «,, ^ F Vo' 



f ÔMo» 



X cF w uj 1\, rt 

"h 



1 âa tgw u w h,, r 

Dans ces font iules, on a posé 

</X — u\ tg a 



Z 



«o l S W 



D'après cela, les expressions du n u 4", où on pourra, 

d'après les hypothèses du tir de plein fouet, remplacer 

cosa par i et sina par tga donneront naissance aux 

formules qui suivent : 

(veut JR, w positif) 



K x =wcos£ 



T 



Itr a X 



*gW U o 



rr.. 



1 <:«., 6, p. 3',; 



E 



E„ = 



•w 



wcosÇ 



wcosÇ 
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[g CL 



tg(U u u„ 



U 



- Z )-f 

u u / db _ 



tg O) 



tga 



L_ w w 



u. 



1+ 



_^L) + ( I+ »iz)Xf 

u-tgw/ \ «,., /cb„\ _ 



E. = 



*u 



wcosj 



L- 



tg a cFto ul F w 

u M F 



tgto 



m m 



Cd 



0-J 



A ces formules, on joindra celle qui donne la déviation 
latérale : 



E q = w sin Ç 



2^ 



j2. Cas de F(v) = B n v a . — Les formules différen- 
tielles * permettent, dans le cas de F(u)=B n i; n , d'écrire E x sous 
la forme : 



E x =wcôsÇ 



r T _^+(„. 

L te a «o \ 



• 'i -|- n 



tga' 
tgw 






«WC-çfT + l-^-a + t»-.)-^)] 
Exercices. — i° Ecrire les autres formules dans le cas de 

IV"- 

•2°Comme on a toujours E x <wT cos^, démontrer que dans 

tgGt) 11 — 1 

le cas du tir de plein fouet, on a toujours -— — < 

r J tgx n — j. 

(à rapprocher d'un théorème démontré dans l'étude du pro- 
blème principal 2 .) 

J° Ecrire les formules de correction du vent, pour le 
sommet de la trajectoire (employer les formules cfiflércn- 
lielles du sommet 3 ). 



* Ca., 6, p. J8J. 

* Cu., 6, p. J85. 

* Ch., 6, p. lit)- 

BAU8TIQLE. — n. 
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53. Formules directes- — Au lieu des formules 
du n° 5i, déduites de la méthode générale du § i, on 
peut, dans le cas du tir de plein fouet, donner des équa- 
tions qui résolvent complètement et directement la ques- 
tion des effets du vent sur la trajectoire, dans l'hypo- 
thèse où la vitesse w du vent est très petite relativement 
à la vitesse du projectile. 

En effet, dans les équations du premier terme du til- 
de plein fouet 1 , n'entre que la vitesse horizontale u du 
projectile. On dira donc : quand la vitesse horizontale 
du projectile est u, la résistance qu'il éprouve n'est pas 
F(u), mais F(a — wcosÇ) lorsque souffle un vent 
w cos s venant de l'/R . 

On écrira alors l'équation de l'hodographe : 

(j du d": 

c uF (u — w cos r cos- 7 

Prenons comme variable la vitesse u> = u — wcos^; 
il viendra, vu la petitesse de wcos Z : 

q dw <, (i r/w (/t 

J WCOSv-- -■ — 



<;u\ c wr w cos't 



\ / 



D'autre part : 

, u d*z i , „ ( wcos£\ (hv 

Il = — = w+wcos^; i *)— r 

q cos-T c K ' \ w / wr 



i r/vv 



> 



c F ' 

7 u 2 dz i , / wcos£\ f/io 

dx= 3-= (w-l-2WwcosJ i * ) — r , 

(j cos-: r * ; V w I \k\ 



i Ww î <, d\s> 

p WCOS^-rr 

c r c* r 



1 Cu., 6, p. 3 1 S. 



r/v = — 



\E>T ATMOSPUEIIIQI'E 
(h I 



U~ (h I , ^ me 

tf ° COS"T C ^ J' 







En intégrant, on obtiendra le système suivant 



l ?^=7— T. + 



Wcosw , 



c 



H H . 



y = S — S^ 
D — D 



x 



+ 



Wcosv , 



- < S S„ -, 



u. 



v = x tga 



[A-A — J D — D u 



+ 



wcosî fK— K — H D 



-+ Jo S — S„ 



Dans ces formules, outre les fonctions ordinaires de 
Siacci J, S, D et A, s'introduisent deux fondions balis- 
tiques nouvelles : 



w i = — / —v ' 



K <e 



/ 



■*w 



■w 



7 r 



La variable, dans ces formules, esl : \c = it — w cos Z. 



i'i. Exercice. — i° établir un autre système de for- 
mules en partant de l'équation de l'Iiodo^raphe. et en v 
conservant m comme \ariablc: on développera Vui — wcos!^) 
par la formule de Ta\lor et on écrira par suite 



- rr +— W cos . —.— du = : 

v uv c ' uv- 



COS" T 



d'où 



"fc - = '/-- 



"W cos - 



r 



i : 



on posant la iléiinilion suivante de la l'onction balistique : 

L ^ = -/fF''" = ^--rTTT + H -' 

Trouver les formule» des uniras, éléments. 

y Etablir les formules de correction du pginl de ch« 
in partan I des loi-mules -lu iv VI el en employant les l'nm 
liim- -!■(■' n idiiirs des \,niiil>lr'> h, H il,.. Même méthode i 



s 3. 



:k"î. Méthodes suivies. -- 1/appliealîon des prin 
cipea du râouveinenl relatif à l'étude de l'influence e 
vent sur les trajectoires s été donnée pour lu premiè 
fuis par le générai Ditlinti ; Ilélie el Hugoniotei 
l'application au cas où la vitesse du vont esl Irè 
petite. 

Malgré la simplicité el la clarté de la démonstration 
plusieurs auteurs ou uni conleslé le principe. .Mai 
sans faire appel aux propriétés du mouvement idalil 
il est 1res aisé, ainsi que L'a montré Siacci, d'arriver p 
une voie directe aux formules démontrées au § i 

56. Démonstration de Siacci — La résistance 
qu'éprouve un projectile dans un 
milieu en mouvement est égale à 
celle qui résulte de deux vitessi 
celle du projectile r el celle < 
w 

1 Z étant l'angle formé par 
la direction du venl cl par le plan de projection i' 
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la trace est Ox, nous prendrons Taxe des z perpendi- 
culaire à Ox et du côté de £. Le vent venant de 1M\, 
par hypothèse, ses composantes seront, par définition, 



+wcos £, sur Ox ; o sur, Oj ; + w sin Ç, sur 



La vitesse du projectile v 9 en un point, a pour compo- 

dx dy dz . , 

santé — =— , -:- , -7- suivant les trois axes. 
dt ' dt ' <// 

Donc, relativement au milieu, la vitesse résultante v 

du projectile aura pour expression : 

et v fera, avec les trois axes, des angles dont les cosinus 
seront : 

1 I d.r \ 1 dy 1 / dz . J\ 

T\ir- WCM v> T"7?r. ; tU— W8,n v- 

a" Projetant alors sur les trois axes de coordonnées, 
les équations du mouvement seront : 

d 2 y .,, , 1 dy 

dt 1 J v ' v <// ' 



rf'r ,, v 1 1 d. 



r 



-r-7- = — vV \ — ( - r W siu t 

dt' — \ \ dt 7 

Changeons de variable, en posant : 

x = x — w/ cos £, z = z — w2 sin 
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On aura, on substituant : 



y dt = y/rfx 2 -(- dy 2 -+- d/r = ris, 

s étant Tare de la trajectoire gauche. 
Puis : 

d\ r , . d\ d*y dy 

=. cv V > — — (l CV , V ' — 

dl 1 v ; ds ' tW ~~ J ' ' r/s 

'/"'z ,„, x r/z 

/» |1 ' V i 



r// 2 w r/s 

!J° En divisant membre à membre la première et la 

dernière équation. cF.V —7— s'élimine et on aura : 

1 ' r/s 



d 2 \ 


d'x 


dl' 


IF 


dx 


dx 



l ou — .— == constante. 
a/s 



dt dl 



C'est l'équation différentielle du mouvement horizon- 
tal du projectile. 

Pour déterminer la constante, on écrira : 

dx dx „ 

HT W - w cos K 



d/. dz . „ 

— .-- —j w sin £ 

dt dl 

et comme, pour / ^ o, on a : 
dz dx 

7/r-=°- 7/7 -"= ^ l ' os *' 

il \ ici k Ira : 

dx Y cos a — W cos £ Q 

-y- = r— ç? = COtg 3 

r/z W sin w 
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jâ étant un angle auxiliaire. 
On en déduit : 

z = x tg p, 

avec une constante nulle, puisque z = o pour x = o. 

4 9 Faisons un nouveau changement de variables, en 

posant : 

x 

x' = — '—7r- d'où z = x' sin 3. 

cos p 

Les équations du mouvement deviennent alors : 

v fit = v/cos 2 £ dx' 1 + <T + sin ' ? ''•*" = V/^' 2 + <¥ = *' 

■rfF" — — £l O) </,' ' -^r — — » — c 1 ^; A / 

Ces relations entre v, x'. y, et s r sont exactement les 
mêmes que celles du mouvement d'un point dans un 
milieu en repos : elles s intégreront de la même façon 
et définissent une certaine trajectoire. 

i>° Cette trajectoire a, à l'origine, la vitesse ini- 
tiale \ o et l'angle de projection a' et ces deux quanti- 
tés \' et a' seront déterminées ainsi qu'il suit. 

Remplaçant -7-^3- P ar : 



COS" 3 



2 V 



w- sin- w 

1 + tg 2 3 = 1 + . 






\ cos a — w cos t 



-^— par V cos a, -^- par V sin a, 
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il viendra 

Vq 2 = V* — [— w 2 — aV w cos a cos Ç 

et comme : 

tga' = 



dx' 
On aura : 

V A sin a 

tga' = 







y V 2 , cos 2 a -+- w 2 — 2 V W cos a cos Ç 

6° Soient donc X' et T' la portée et la durée du tra- 
jet correspondant, dans un milieu en repos, à la trajec- 
toire (VJ,a'). 

Puisque, d'une façon générale : 

X x — w/ cos Ç 



x = 
On aura : 



cos jï COS [S 



X = X' cos p -f- wT' cos Ç 
Z = X 7 sin p + wT' sin £ 

Mais on a, par un calcul facile : 

— w sin Ç u w cos ; 

sin p = -, et cos p = — ; 

u 

Il vient alors : 



u o u o 



X = Hl \ + w cos : (V x 
Z-=wsin£ IT — ^r 






7" En remarquant que X est la portée dans l'air agité, 
soit X w , et que Z est l'écart du projectile E, £ en dehors 
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du plan de projection, on voit que les formules ci-des- 
sus sont exactement les mêmes que celles du n° 44 pour 
un vent (+ w) venant de l'/R. c. f. q. d. 



§ 4« TlR SLR PLATE-FORME MOBILE 

Sj. Le problème du tir en mer. — Dans le tir à 
bord des navires de guerre, la plate-forme qui porte les 
canons est mobile, soit horizontalement, par suite de la 
vitesse donnée au bateau, soit verticalement par suite 
du roulis. Il eu résulte des perturbations de la trajec- 
toire, qui, à certains égards, peuvent être calculées par 
des formules analogues à celles de la théorie des effets 
du vent ; il est donc très justifié de les rapprocher les 
unes des autres. 

58. La trajectoire dans le tir abord. — 

sidérons le navire en marche avec une vi- 
tesse v dans une direction OV. 

La direction du tir est OP et OV fait un 
angle ^ avec cette direction OP. 

La vitesse v sera toujours comptée posi- 
tivement, et l'angle ^ variera de oà". Fi« r# t g # 

V étant la vitesse du projectile à la sortie 
de la bouche, sous l'angle de projection a, il faudra 
composer, pour a\oir en grandeur (Vq) et en direction 
V) la vitesse initiale vraie, les deux vitesses V et v. 




2" C'est donc exactement le problème traité au n° 43 
et la figure qui permettra d'établir les formules est 
reproduite ci-dessous en changeant seulement les lettres 
w, Z et 3 en v, à et y. 



.). 



$2 
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On aura ainsi pour définir le véritable plan de projec- 
tion : 






v sin i 



Y cos a -f- v cos y 



i i 



pour Yaïujlc a' de projection dans le plan y : 

, \ ., sin a 

l, r rJ __ ° 

• - « «*■ — — / — _ 

y Vq cos 2 a -f- v 2 -)- 2\v cos a cos i 

e( pour la vitesse initiale Vy : 

\ ^ = \ l ~\- v" + 2\ v cos a cos i. 



M 



V 



/ 4 



V 



a--: 



7 — ^1 




J) 



'•JY-iT 



~ : Hîr 



%Aï 



B 



D'après les conventions faites ici et qui ne sont pas 
les mêmes que dans le cas du venl, v sera toujours 
positif et, i variant de o à-, cos 'l changera de signe à 

partir de — . Les formules trouvées sont ainsi géné- 
rales. 



3° Q étant le point de chute de la trajectoire (N'Y, a 7 ) 
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dans le plan y, la portée estimée suivant la ligne de tir 
donnée OA, sur laquelle se trouve le but en A, est, par 
définition, la longueur OS ; elle sera désignée par X v . 

X' étant la portée OQ de la trajec- 
toire (V^a') on aura : 

X, = X' cos y. 



V 



S 



D'autre part, l'écart E',, = QS aura 
pour expression : 







A 



*-*, 

••*• 



r 



e: 



X' sin v. 



Fig. 20. 



Dans le triangle ODB de la figure 19, on a 
d'ailleurs : 

v 



sm v 
1 



V ' a COS 7.' 

sin 'i 



V cos a 

• 71 

sin •' 



vi 



X) 



On en tire : 



sin 



v sin à 

1 

A cos a 



et 



cos v 
• 



\ cos a 



cos 'l 



\ ' cos a' 



Les formules cherchées sont les suivantes : 



X =X 



e:, = x' 



/ «0 



V COS à 



IL 



v sin «' 



V 



u. 



Dansées formules, v est toujours positif, mais i varie 
de o à tu. D'après cela, E v ne change jamais de signe, 
étant toujours situé entre la direction du tir et celle de 
la marche du na\ire. _ 

X> pourrait devenir négatif pour des valeurs de i> -- 
et pour un tir suffisamment vertical (u petit). 
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Pour un tir vertical, 

u u = o, tga'=— ; !ij' = v. 



v 



On a donc 



X v = X' cos <{/ 
Eq = X 7 sin ^ 



4° Les formules 

x = x' ** u + v cos ^ 



v sin <!/ 

e:, = x / v 



1 a' 



ne diffèrent des formules qui donnent les effets du vent 
que par l'omission du terme en vT qui tient compte du 
mouvement relatif, ici absent. 

En introduisant ce terme et, par suite, en appliquant 
au cas du navire exactement les formules du n° 44*» on 
aurait la trajectoire rapportée à l'observateur entraîné 
avec le navire, tandis qu'ici, on a supposé qu'il était 
resté en au moment du départ du coup. 

Les formules établies pour le point de chute seraient 
les mêmes pour un point quelconque en fonction de la 
coordonnée x' de la trajectoire (V^a'). 

5(). Cas où v est très petit relativement à la 
vitesse initiale. — Dans la plupart des cas (exception 
faite pour les tirs presque verticaux), la vitesse v du 
navire sera très petite par rapport à la vitesse horizontale 
u du projectile. Raisonnant comme au n° 47, on écrira 
alors : 

vsin 6 

t (r V : ! — 

D ' V cosa 
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*« a' = tg a 


V ' = V 

1 1 


I - 







1 



V cos a 



rry- COS a COS 

V 

' 



Posant a' = a -f- Oa et \' = V + 0V , il viendra : 

v 



Oa 



cos ^ s in a 



0V o = v cos »i cos a. 

Enlre X, portée de la trajectoire (\' ,a) et X', portée 
de la trajectoire (V£,a'), on aura donc la relation 

OX .,- OX . 



OV 



= X H- v cos i cos a 



Ôa 

ox 

0\~ 



et par suite 
H -f-vcos^ 



X + v cos o I cos a tt^- 



v . . OX 

— cos'j sina - — 
\« ' Oa 



OX sina OX' 



V Oa 



Xvcos<{ 



a. 



En désignant par E^ la différence X v — X, il viendra 

OX sin a OX 



E' = v cos A 



cos a 



OV 



Oa 



L'écart E' conserve la même valeur 



4 



E' = v sin A 

4 » 



X 



II. 



X et u remplaçant les mêmes lettres accentuées. 

Enfin E^, El, Eui s'obtiendraient par des formules 
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calquées sur celles du n° 47, au terme représentaut le 
mouvement relatif près, qui doit être supprimé. 

60. Problème. — Un navire X, qui fait du tir courbe avec 
^ des projectiles très lourds et 

- une faible vitesse initiale, défile 

devant le but B avec la vitesse v. 

I'\ Ei. H tire avec la hausse exacte de 

y^yj but (c'est-à-dire avec l'angle du 

<L ..jffiV jt projection correspondant à la 

/' \ distance réelle). Oh se gronpe- 

i ront ses coups ? 

•y S En première approxima- 

rff tion, la trajectoire des boulets 

Fîg. 21. sera celle du vide. Dans ce cas 

a* Vf, , , . , . ôx v . 

t— = 'i (cos- a — sin 2 a) ; -rr— = \ — sm a cos x 

à* g } ô\ g 

v 

ou L v = 2 v sin a cos y, 

</ 
V 
L; f = 2 v sin a si 11 % 

ou Ei = vï cos 6 et E'j = vï sin »}. 

ï étant la durée du trajet. 

i° On démontrera que les points de chute sont alignés sur 
une parallèle à la route du bateau (en projetant E x et E' q sur 
\\y et B;). 

> On a y 

1 H == c =2 — - v sin a = vT, 

g 

c'est-à-dire (|uc l'écart au but est égal au chemin parcouru 
par le navire pendant la durée du trajet. 

">" Le lieu du point J en coordonnées polaires, et vL. sera 
défini par l'élimination de a entre les deux relations : 



2 v sin a cos y et sin 2 a 

g g 



sin 'l 
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61. Tir par roulis — Le second problème du tir à 
bord se rapporte aux déplacements oscillatoires de la 
plaie-forme pendant le tir sous Tenet du roulis. On sup- 
pose le navire stoppé; le pointage, exécuté par le tra- 
vers, est toujours maintenu sur le but. Mais pour obte- 
nir cette constance de l'angle de projection, le pointeur 
est obligé de donner à chaque instant à son canon une 
vitesse verticale égale et contraire à 
celle du bâtiment qui roule. 11 en 
résulte une modification de la vi- 
tesse initiale et de l'angle de pro- 
jection qui augmentent ou dimi- 
nuent la portée suivant le sens du 
roulis. 

v' étant la \itesse verticale très petite due au roulis, 

on écrira : 

Y ' cos t! = \ n cos a 




Fig. '2'2, 



\' o sin a' = Y sin a + v' 



d'où : 



lg a' = tg a H 



ou 



0a = 



v cos a 



puis : 

cos a 



Y cos a 



cos a — sin a ôa 



ou 



OV 



v sin a. 



Par suite, l'écart en portée AX, dû à la vitesse verticale 
ascendante v', sera : 

v'cosa 0\ , . d\ () 

A\ = — î 1- v sin a 



Oa 



Oa 



Ainsi qu'on le voit, ici, contrairement à ce qui a lieu 
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dans les problèmes précédents, iVa cl o\ sonl tous I 
deux du même Signe cl ajoutenl leura effets. 



Exemple — Dana le cas du vîd 
nuloquî précède Im valeurs de 



portant dans la foi-- 

.. ... av. _ 



La lilcsse v du roulis avant une iillure sinusoïdale, les 
écarta en portée suivront exactement la même loi. 

Ou doit remarquer que l'erreur i\ în-ut, même pour 
faibles \alcurs de v'. «Ire assez considérable l'ar exemple 
mètre à (a seconde et V„ eos a = «ou mètre 



po. 






, i\ = 



<-</.. Sur l'angle de relèvement — bVxpérie 
montre que, la plupart du temps, l'angle de départ (lu p 
jeetih' ï de la bouche à l'eu (anide de projection) n'est pajll 
mime qtle l'angle ! sous lequel ou a pnîiilé la [lièce ; li 
différence s'appelle angle 'le relèi<eiwnl. D'après ce qui v 

Cède, un VOÏI qu' 3 lallation Sa = -. 

l'existence d'une ùtesse verticale v*. Or, les vibrations de h 
bouche à l'en produites par exemple par le i 
soudain, sous I action des pressions intérieures, du tube tou- 
jours arqué par la pesanteur, sonl piii'l'aileiiu'iil susceptibles 



r à la bouche lie la pièce 
notable Si on l'ail, par exemple, d* 
grandeur de ceux qu'on trouve en gi 
relèvement, el si nu prend V = 8r, 
trouve v' = »■» 3. 



nml.r 






63. Exercice. - 



Supposa immobile, l! le bul qu 

la vitesse v", établir les Innniii 



nobile. — O étant leera 
o déplace suivanl II H' a 
qui donneront les corrit- 
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(ions d<|/ et da de l'azimut et de l'angle de projection, de 
manière à atteindre le but. 

On aura (v 7 petit relativement à Y ) 



d<{/ = 



v"T sin '| 



et 



d\ = v"T cos 6. 

De cette dernière équat ion, on saura 
remontera 3a, si la dérivée 3 — est connue 




Fig. 9.J. 



Appliquer au cas du vide. On trouve 



a* = 



sin a 



\ cos 2a 



cos à 



Discuter celte formule. 
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CHAPITRE IV 

LA TRAJECTOIRE PLANÉTAIRE DU PROJECTILE 

§ i. — La tryjectoire i>r projectile 

SUIVANT LA LOI DE NeVYTON 

(>4- Attraction terrestre. — Dans le problème 
balistique principal, nous avons considéré la gravite 
comme une force de direction et d'intensité constantes. 
Or, en réalité, la gravité est une force centrale constam- 
ment dirigée vers le centre de la terre et agissant suivant 
la loi de Newton en raison inverse du carré de la dis- 
tance. 

La correction qui résultera de l'hypothèse des forces 
centrales au lieu de celle des forces parallèles, sera, en 
général, fort petite sur les trajectoires usuelles de l'artil- 
lerie et nous nous proposerons dans le chapitre suivant 
de donner les movens de la calculer. 

« 

Dans le premier chapitre, nous considérerons le cas- 
limite du problème, d winé par l'hypothèse du mouve- 
ment du projectile dans le vide, mais alors envisagé 
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dans sa généralité. On devra alors traiter le problème 
du mouvement du projectile de la même manière que 
celui du mouvement d'une planète autour du soleil. 

65. Équation différentielle de la trajectoire. 

— i° Soit, à la surface de la terre, le point d'où est 
Jancé le projectile, sous l'angle a et avec la vitesse ini- 
tiale V ; C es*- le centre 
de la terre et R le rayon 
terrestre en 0. 

Soit M un point de la 
trajectoire dont le rayon 
vecteur CM sera designé 
par r. 

La force qui agit en M 
est centrale, dirigée vers 
t.., le centre C de la terre et 
a pour expression — g — - , (j étant la gravité au 
point O de la surface. 

Si cp est l'angle polaire du point M, on aura par le 
théorème des aires (Vitesse aérolaire constante) : 

r-dz> = hdl. 

a 

i a" Soit I l'angle formé par le rayon vecteur et la tan- 
gente en M à la trajectoire. On a, en considérant le 
triangle infiniment petit \IM'G : 

du 

ds 




cos 1 



el 



su 



) I 



rdf 
~7ts~ 



Mais, si v est Ja vitesse en M, on a : 

ds 
dl 



LA TRAJECTOIRE PLANETAIRE DU PROJECTILE 


Par suite : 




* 


V COS 1 = — y- 

dt 




• T ,V '? 


dt 


Il vient donc : 






* 


r 2 d? 
dt 


= rv sin I 


)u : 


k = 


= vr sin I, 



9^ 



ce qui permet de déterminer la constante par les condi- 
tions initiales, d'où l'équation : 

k = V R cos a. 

3° D'autre part, l'équation du travail élémentaire : 

dr 
dv* = — 2 rjW _ 

donne, en intégrant : 

R 2 

r = iq b 

j r 

et la constante b est telle que : 

b = 2gR — Y*. 

L'intégrale des forces vives, pour le cas des forces 
centrales, donne entre les quatre variables r, cp, v et t 
l'équation différentielle : 

/ dr \ 2 / /y/s 



\ dtj\ dt 






4° En éliminant dt entre cette équation et la rela- 
tion rV» = Ay// (théorème des aires , et d'autre part 
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en remplaçant v 2 par sa valeur, d'après l'expression dû 
travail, il viendra l'équation suivante : 



A 2 



i 




*<jW 



r 



qui représente l'équation différentielle de la trajectoire 

entre les variables — et es. 

r 

C)6. Intégration de l'équation de la trajectoire. 

i 



Posons 



= r, il viendra : 

± kdz 



r 



y/— b + <2<jlVz — k'z 1 ' 



Supposons que z décroisse quand o croît, ce qui est 
le cas du tir au point de la surface de la terre, 
puisque a est nécessairement > o ; il faudra donc prendre 
le signe — ci on écrira identiquement : 



/: 



— Irdz 



fl: 



— Ird: 



\/ g~-\V — /,/,* 



I (Irz - glVy 

V (f\V — blr 



Le premier fadeur, au dénominateur, montre que 

fl '*" 

(riV — blr doit être >o, sans quoi — >— serait imaginaire 
pour toutes les valeurs de s : 
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Posons alors : 

Irz — q\V 

, '' — = 7 

\/ ( fl\> __ W 

il viendra : 

k 2 dz , , — (la 

. = (ta et as = .__ -. 

Intégrant, en appelant s un angle constant, on 

aura : 

cp — cp = arc cos q 

ou : 



COS f'J O n ) 

\ t 4 0/ 



/r z — r/ll 2 



1 



En remplaçant r par — , il viendra, pour l'équa- 
tion de la trajectoire : 

V 



r = 



1 -f- e cos s - - *ï n ) 
où on a posé : 

h = — rr T = COS" 7. 

.'/ H ~ il 

e=\J 1 — -^_=-L- V yil 2 _ Vjcos^^r/K — \i 



1 / Vî 
cos c. = — — — cos" a 



La courbe est une section conique rapportée à un 
loyer le centre de la terre et à l'ave polaire passant par 
l'origine () du tir; cet ave polaire lait, a\ee l'axe de la 
conique qui passe parle lo\er, un angle » o . 



1 
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67. Nature de la trajectoire. — i° La conique sera 
d'un genre déterminé par la valeur de l'excentricité : 

./ W 

bk 2 Y 2 

Ellipse si e < 1 , c .-à-d. si -77^77 > o ou b > o ou — - < Il 

9&~ tJ( J 

VJ 
Parabole sie=i, c.-à-d. si 6 = oou — -=R 

*9 
Hyperbole si c > 1 , c.-à-d. si 6 < o ou — - > R 

V 2 , 

On peut remarquer que — — est la hauteur à laquelle 

s'élèverait le projectile qui serait lancé verticalement du 
point O de la surface de la terre, dans l'hypothèse où 
la gravité resterait constamment égale à g. 

2 Numériquement, en faisant g = 9™, 808 et 

R = 6. 370.000™, on a, pour le cas de la parabole 

/ Y 2 \ 

[e = 1 et — - = R ) , la valeur \' = 1 i.o5o ms de la 

\ . . *9 ' 

vitesse initiale. 

3° Pour que la conique soit un cercle, il faut que e 
soit nul, c'est-à-dire que : 

1 ~~ 9 2 W 

et, en remplaçant b et A* par leurs Aaleurs, on a : 

Y; cos 2 a — 2^/RYq cos* 2 a -f- g 2 lï 2 = o 
d'où : 

Vo = cos a dz V/cos 2 a — 1 ; 

cos a L v J 
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les valeurs de V ne peuvent être réelles que si 
cosa = 1 , c'est-à-dire si le tir est horizon lai. 
On a alors : 

ou, numériquement : 

V o = 1 io5o m -*— = 79o3 m . 

68. Tir horizontal. — Examinons maintenant 
l'ensemble des trajectoires tirées d'un même point de la 
surface de la terre, sous le même angle de projection, 
mais avec des vitesses initiales croissantes. El d'abord, 
considérons le cas du ///• horizontal. 

Soit un point A, situé très près de la surface de la 
terre dont le centre est en C ; AX. est l'horizontale du 
point de départ et c'est la direction du tir. 

i° Pour V =0 (chute libre), la trajectoire elliptique 
se réduit au segment AC (aller et retour;. 

Le centre de la terre C est le foyer commun de 
toutes les trajectoires. Dans le cas de \ =o. l'autre 
fover est en A. 

a" La vitesse initiale A croissant, Y ellipse s'élargit et 
le foyer mobile part de V et marche \ers (). 

3" Pour Y = v / f/R = 7 ç)oo m , les deux fo\ers sont 
réunis en i) et l'ellipse est une circonférence de cercle 
concentrique à la terre. 

4" La vitesse initiale \ o croissant encore, le projectile 
décrit une ellipse, mais qui, du coté opposé au point de 
départ V, s'éloigne de plus en plus de la surface de la 

BALISTIQI r. II. G 
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terre. Le foyer mobile dépasse le point C et s'éloigne de 
plus en plus du point \. 

5° Pour V = \2g\\ = 1 1 o5o'°, le projectile ne 
revient plus en A; l'ellipse devient une parabole; le 
foyer mobile est rejeté à l'infini. 

6" Aussitôt que celte vitesse de noSo™ est dépassée, les 
trajectoires sont des hyperboles dont les branches s'ap- 




prochent de plus en plus de la direction horizontale du 
[ir, direction alteinle pour V = ao . 

Le loyer mobile vient de l'infini, niais de l'autre côté 
du segment \C et se rapproche de A. 

lit). Tir incliné. — i" Quand on lire sous un angle 
de projection a différent de wro, avec des vitesses initiales 
croissantes, les trajectoires sont d'abord des ellipses. 

Les points de chute sur la surface de la terre vont en 
s'étoîgnant constamment de V. 

lin des foyers de l'ellipse reste toujours au centre de 
la terre, en C. L'autre se meul sur une ligne droite VF 
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qui fait avec la direction du tir un angle jî égal à l'angle 
que fait avec cette même direction prolongée, le rayon ter- 
restre AC (propriété élémentaire de la tangente à l'ellipse). 

2° Pour V = 1 1 o5o m , Y ellipse se change en une 
parabole : le projectile ne rencontre plus la terre ; le 
foyer s'est éloigné T 



& 



nl« ■ ~+ 






à l'infini dans la 
direction VF. 

Cette parabole sé- 
pare la région des 
trajectoires ellipti- 
ques de celle des 
trajectoires hyper- 
boliques et est leur 
limite commune. 

Pour construire 
le sommet de la pa- 
rabole, on mènera, 
par C, la parallèle 
CMM' à VF qui 

coupe le cercle eu M', ou elle rencontre la direction 
du tir AT. Du milieu B du segment AM', on abaissera 
BD perpendiculaire sur M(l. Le point D est le sommet 
de la parabole. 

3° Soit A' le symétrique de A par rapport à MC ; la 
parabole passe par le point A' qui est le dernier point de 
la surface terrestre qui peut être atteint par le projec- 
tile. Quand \„ croit à partir de o jusqu'à l'infini, toute 
la portion AM V du grand cercle est donc bala\ée par 
les points de chute du projectile, la portion A'M'A res- 
tant à l'abri de toute 1 atteinte. 
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Propriétés générales du mouvement 
planétaire des projectiles 




Sràpbe 



70. Théorème. — Vhodographe d'un mouvement 
planétaire est une circonférence. 

Soient C le centre de la terre, M un point de la tra- 
jectoire d'un projectile-planète, qui décrit une ellipse 
de foyer C ; MT est la tangente en M. Soit I un point 

de Vhodographe (la direc- 
tion CI est parallèle à la 
tangente MT et la Ion- 
gueur CI est proportion- 
nelle à la vitesse v en M) . 
Le moment de la quan- 
tité de mouvement du 
projectile autour de C 
est mv X CQ, CQ étant 
la distance du centre C 
à la tangente MT. 
Puisqu'il n'existe pas de couple accélérateur dans le 
cas actuel où la seule force extérieure, l'attraction, 
passe par le foyer C, ce moment mv X CQ se conserve 
constant pendant tout le mouvement. On aura donc, en 
posant CQ = q, et K étant une constante : 

fjv = K 2 . 

Soit, dans la direction de CQ, pris CJ = v (ou un 
nombre proportionnel à v). D'après la relation qv =K 2 , 
on a CQ X CJ = K 2 . Mais, on sait que le lieu de Q, 
projection du foyer C sur la tangente de l'ellipse, est une 
circonférence qui a le grand axe pour diamètre. 
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Le lieu de J est donc la transformée par rayons vec- 
teurs réciproques de la circonférence, lieu de Q. 

C'est, par suite, une circonférence homothétique du 
lieu de Q par rapporta ce point: 

Pour passer, du lieu de J, à l'hodographe décrit par 

le point I, il suffit de faire tourner de — dans le sens 

du mouvement la circonférence lieu du point J. 

Donc Vhodographe du mouvement planétaire est une 
circonférence. 

Ce théorème se généralise dans le cas dune force quel- 
conque passant par un point lixe : la trajectoire se déduit 
de l'hodographe en prenant la polaire réciproque de l'hodo- 
graphe par rapport à un cercle de rayon convenable décrit 
autour du centre fixe, puis en faisant tourner la courbe 

ainsi obtenue de — autour de ce centre, en sens inverse du 

'2 

mouvement. 

71 . Théorèmes sur la famille des trajectoires 
planétaires V = const- — Nous avons étudié aux 
n" s 67 et 68 les trajectoires planétaires du projectile de 
la famille a = const. Les théorèmes qui suivent se 
rapportent aux propriétés des trajectoires elliptiques de 
la famille \ = const : elles sont la généralisation des 
théorèmes établis dans le cas du mouvement parabo- 
lique 1 . 

Le ^principe de la généralisation consiste à remplacer 
la directrice du mouvement parabolique par le cercle 
directeur du mouvement elliptique. 

1 (lu., 6, chap. 1, § *î. 

(i. 
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Théorème I. — Toutes les trajectoires planétaires 
décrites du même point de la surface terrestre par des 
projectiles animés -d'une même vitesse initiale V c , mais 

tirés sous des angles de projection 
a différents, ont même grand axe. 
L'équation de la conique rap- 
portée au foyer C (centre de la 
terre) et à l'origine du tir est : 

P 




Fig. 78. 



r = 



i -f- e cos ( ? — oj 

où s représente la direction du grand axe de la 
conique. La longueur ia de celui-ci est telle que 

<±a = i\ + r, ; 

r, correspond à o — 'f et i\ à o = - + z> . 
On aura ainsi : 

P 



r. 



• + 



cl 



ou : 



f \ + r 2 = 



/\> — 


I - 


— e 


p/i 







c 



Remplaçant;) par 
il viendra : 



Je 1 



gW 



et 



<r par i — 



blc 



ia 



,;,[V 



et comme 



on aura : 



b = <jgl\ — \J, 



a 



s** 



>.,ji\ 



* 
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ce qui montre bien que la grandeur a est une quantité 
indépendante de l'angle de projection a. 

Théorèye II. — Toutes les trajectoires planétaires 
Y = const. ont même cercle directeur. 

•Le cercle directeur d'une conique est, en effet, le 
cercle de ravon na décrit du lover 
comme centre. Ici, le centre du 
cercle directeur est le centre de 
la terre. 

La distance OD du point 
au cercle directeur est : 



o a — R = 



Vj 



if J 



Y 2 

ir 







qui pour R == oo 'cas du mouvement parabolique) se 

réduit à OD = — — . C'est bien la hauteur connue de 

la directrice au-dessus de l'origine de la trajectoire 
|>araboliquc. 

Théorème Ilï. — Les trajectoires planétaires 
V = const. ont leur second foyer sur un cercle de centre 
O, tan yen I au cercle directeur. 

On a, en elTet, dans l'ellipse de fo\ers C et F, la 
relation : 



OC + OF = ia 



d'où 



OF - 



•>.a 



R. 



Le lieu des loyers F est donc la circonférence de 

i. 

centre O, tangente en 1) au cercle directeur. 

Ce théorème permet de généraliser la construction 




île l.i trajectoire ;\ = consl) qui passe par un point 
donné A '. Les foyers F, F' des deux ellipses qui répon- 
dent à la question se 
trouvent à l'intersection 
du cercle OD de rayon 
(2a ■ — R) et du cercle 
de centre A tangent au 
cercle directeur. 

Les trajectoires à l'ori- 
gine OT et O'T' bissec- 
Hg. 3.1 tent les angles DOF et 

DOF' (comme dans le 
ras du mouvement (wn-abolique). 

Théorème IV. — Ellipse de sécurité. 

Le problème précédent admet deux, une ou zéro 
solutions suivant que le cercle A coupe en deux, un ou 
zéro points le cercle fixe 0. Quand les deux cercles sont 
tangents, le point A atteint par deux trajectoires infini- 
ment voisines, est situé sur l'enveloppe de ces trajec- 
toires. 

Ce lieu est défini, par suite, comme étant un point 
équidistant de deux cercles et C tangents entre eux 
au point D. 

Soit A' un point de l'enveloppe. On a : 

A'E = VG = aa — A'C et KO = OD = m — OC 
Donc 
V'EH-K0 + A'C = 2a-f 2a — 0C = 4« — OC 

A'C des distances du point A' 
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aux deux points fixes C et est donc constante. Le 
lieu de A' est une ellipse ayant ces points C et comme 
loyers. Un de ses sommets est au point I). 

C'est Y ellipse de sécurité des trajectoires planétaires 
du projectile. 



7*2. Exercice — i° Chute d'un corps (tans le ride 
en ayant égard à la variation de la pesanteur. 

i° Équation différentielle : ■» 



qui donnera : 



v 



dl- (v„— vi- 

».<7 R2 y 



2i\ 






i 
i 

I 



y* yo — y 

•2° Pour l'espace, on écrira : 




V V 



J dt= ; — — dy 



-Vu — y)dv 



'à' 



Or 



et 



! 
•2 



V ; Joj — V 2 

(t- v °~- v ) (/ * v 

^/ VllV — v 2 _ 
v,//v 



11* ■» 

' Ifi. >I. 

V,,r/v 



y v„v — v 1 ' 2 V'v.'V — v : 



dVvoY 



Y' 



• % 



V v..v — V 

» « « « 



1 / . v °~- 

= — Y d arc cos 

•2 " Vo 



> V 



Donc 



/ \/ — : — V v, v — v- + — v arc cos '— • 

V V • " " 2 ' V,, 

'5° Démontrer que si une circonférence de raxon \( ) roule 
sur la perpendiculaire Ol) à AO. l'équation dill'ércnticlle de 



A 


X 


M 


a-.:->/ 

: \ 
* 
* 
t 
t 
i 


O 

y 


D 
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la cycloïde décrite par le point A est, relativement aux 
axes Ax et Aj 

, I y* — y a yp—y Â 

d * = v ^r~ d y = d =r d y- 

On a donc : 

ê 

Le temps employé par le mobile pour 
parcourir l'espace AM est propor- 
tionnel à l'abscisse Ml correspondant 
de la cvcloïdc. 

4° Passer des formules qui donnent 
v et / en fonction de y aux formules 
du mouvement uniformément accéléré 
quand la distance y du point A à la 
surface terrestre est très petite relati- 
vement au ravon terrestre R. 
[Poser y = R -f- h, et supposer h et y très petits relative- 
ment à R 1 (Sliinn. Mécanique.) 

7 > . Sur le mouvement dans un milieu résistant. 

— Nous n'aborderons pas ici, comme suite au précédent 
paragraphe, le problème de la trajectoire planétaire du pro- 
jectile dans un milieu résistant, qui réunit, dans son seul 
énoncé, l'Astronomie et la Balistique. 

Dune part, ce problème est sans intérêt pour la Balis- 
tique pratique dont les trajectoires peinent toujours (avec 
de très minimes corrections, s'il \ a lieu; être calculées dans 
l'hypothèse de (j constant en grandeur et en direction. 

D'autre part, les cas où ou a pu le résoudre et qui inté- 
ressent l' Astronomie sont ceux qui supposent la résistance 
du milieu extrêmement petite et aussi l'excentricité de la 
trajectoire très faible ; cette dernière hvpothèsc est très loin 
de se réaliser en Balistique. 

( )n peut remarquer à ce sujet que, dans ces deux sciences, 



Fig. 32. 
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il y a en quelque sorte inversion du problème principal et 
des problèmes secondaires, l'Astronomie admettant g va- 
riable (i re approximation) et cF(V) très petit (2 e approxima- 
tion) et la Balistique admettant g constant et cr\v) quel- 
conque (i re approximation) et g très peu variable (2 ap- 
proximation). 

On renverra pour les problèmes qui intéressent spéciale- 
ment T Astronomie aux Traités de cette science. 

La méthode de la variation des constantes qui est cmplox ée 
par les astronomes pour le calcul des corrections dues à 
Tinfluencedu milieu sera peut-être susceptible, un jour, d'ap- 
plications utiles et étendues en Balistique Rationnelle. On 
peut déjà, à certains égards, considérer le problème dit des 
coefficients J3 de Siacci rencontré deux fois l (27), comme une 
première tentative dans cette voie. 

* Ce., 8, p. 411. 



CHAPITRE V 

LES TERMES CORRECTIFS DUS A LA TERRE 

% I. V\RI\TH»"S EX GRANDEUR DE LA GRAVITÉ 

7 4 Lois de la variation de g en grandeur. — 

1 " Si ij est la gravité au niveau de la mer, el g' la 
gravite à une altitude y, on aura, d'après la loi de 
Newton, en désignant par R le rayon terrestre, 

f/ _ 9 



R 2 (K + y)*' 

A u la petitesse de jios trajectoires relativement au 
dobe terrestre, on écrira, avec une approximation tou- 
jours suffisante en Balistique, 



t. 



/ 2 y 



il =9\ l 



R 



y 

Le ternie tirs petit — 'mj -Jr- donnera naissance à un 

tenue correctif dans les équations du mouvement. Mais, 
en réalité, ce terme correctif se compose de deux 
parties : 

a L'origine de la trajectoire est à une bauteur y 
au-dessus du ni\eau de la mer ; il en résulte que la 
trajectoire calculée avec une certaine valeur de y cor- 
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rcspondant, par exemple, à l'altitude du niveau de la 
mer, dexra subir une correction d'ensemble corres- 

. . O7 2 y 
pondant à une variation — — = —*- . 

il " 

b] La trajectoire y -f- 0*/, supposée calculée, subira 

une correction due à la xariation <j = yl i fi ) e,î 

chaque point y de l'ascension du projectile. 

La somme de ces deux corrections donnera la tra- 
jectoire exacte pour le lieu du tir dont l'altitude est y . 

m En un point de latitude >., à cause de 1 influence 
du mouvement de rotation de la terre, la gravité varie 
et on a : 

y K = y — o m ,02j cos 2)». 



V! 



Relativement à la valeur de y [9,806 (A = 45°) 
(88), le second terme du 2 membre est petit. Pour 
le lieu du tir à la latitude À, il en résultera une cor- 
rection ùy = — o m ,o2j cos 2 A relativement a la tra- 
jectoire tirée à la latitude de 45" ; cette correction est de 
même espèce que la correction a due à l'altitude. 

Mais la correction due à. la variation de A le long 
dune trajectoire particulière sera extrêmement petite 
par rapport à la correction précédente, et du même ordre 
de grandeur, relativement à celle-ci, que la portée d'une 
trajectoire, relativement au rayon terrestre. On négligera 
cette extrêmement petite variation. 

'S° On voit que, sui\ant le principe constamment 
suivi dans la solution du problème balistique, on fait 
ici soigneusement la répartition et la classification des 
causes d'erreurs en groupes d'ordres de grandeur dilïé- 

BALISTIQltf. II. 7 
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rente. Dans la solution des problèmes secondaires, on 
néglige ainsi des termes qui relativement au problème 
principal peuvent être dits du 3 e ordre au moins. 

75. Premier problème. Variation d'ensemble 
de la gravité. — On a calculé une trajectoire avec 
une certaine valeur de g ; trouver la trajectoire qui cor- 
respond à la valeur g -+- dg, toutes les autres conditions 
du tir restant les mêmes. 

C'est un problème du genre de ceux traités pour les 
variations de, 0V o , ôa des données à l'origine. Don- 
nons-en la solution pour le cas du vide (tir courbe à 
faible vitesse) *, et du tir de plein fouet 2 . 

i° Cas du vide. — Au point de chute, on a : 
v Vq sin 2 a X 



cr 



g ' "\ cos a ' 

OX ÔT (V; 

Donc -^- =-=- = £-. 

XI g 

2 Cas du tir de plein fouet. 

La gravité g entre dans la définition des deux inté- 
raies 3 . 

, , r n du , x r u udu 

J ( a ' = -'JX "ï* ' A( " )=_ X J "F 

Soient dg l'accroissement de g et da w l'accroissement 
corrélatif de la vitesse restante horizontale. Le principe 
des calculs est le même que pour le calcul des variations 
ôV , etc. \ 

1 Ch., 6, p. 44^- 
•' Ch., 6. p. 3i 1. 
3 (lu., 6, p. 3 Kj. 
* Ch., 6, p. X','). 
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L'équation du point de chute 

c (D„ — D ) tg a = A» — A — J (D M — D ) 

donnera, quand on la différentiera : 
c D (« w + dii w ) — D ) !g a = 

( ■ + y) [A (n„ + dtt w ) — A — J (D (m, + 0n tt ) — D ) j 

d'où on déduit, après un développement par la série 
de Tavlor : 

Xtga cF w 07/ 



ÛM„ = — 



tg W M w 7 



On portera celte valeur de 0m w dans les autres équa- 
tions diiïérenliées par rapport à u M el à (j et on obtiendra 
le système de formules suivantes : 



ùu m = 


\ tg a f F,., 
tg eu u„ 


»7 



OT = 


X tga <y 

//(.) lg<0 (J 




o\ 


_ *g * ty 





tgeo 7 

iV/ \ t <r 7. 

0(o = (l«r 10 — tga) — '- — -£— Oy. 

Exercices. — i° Trou mm* les formules de correction pour 
le soininet de la trajectoire de plein fouet. 

.a Calculer nuincricpiemcnt pour la trajectoire du \ide 
A ,, =_- joo mètres, x = \ 1". 
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a) La variation de portée, quand on passe du pôle à l'équa- 
leur. On trouve : 

Portée à léquateur : g = () m ,78i. X =s= *2J J72 mètres. 
Portée au pôle : y = <) m ,8'U , X = ±j i'\(i — 

Différence : dX = i36 mètres. 

b) La variation de portée quand on passe d'un tir au niveau 
do la mer à un tir à l'altitude de 2000 mètres. 

On trome dX = iG mètres. 

76. Second problème. Variation progressive 
de la gravité. — On a calculé une trajectoire avec la 
râleur g qui convient à la latitude et à l altitude de ï ori- 
gine ; trouver la trajectoire qui correspond à la valeur 

g 1 1 — -^r- j , la gravité variant ainsi avec l'altitude le 

long de la trajectoire. 

On traitera les trois problèmes suivants : vide (tir 
courbe à faible vitesse), ///• de plein fouet et mouvement 
vertical. 

i° Cas du vide. 

a) L'équation différentielle 



f 



/J /_ ../. „ y 



1 



peut s'intégrer, même dans l'hypothèse d'une grandeur 

y 

quelconque du terme 2-Jr . 

Posons, en effet : 

'i y 



, d: 1 dy 
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et par suite 



nrz 



:>.< t 



avec 



m 



Il ' 



L'intégrale générale de l'équation ci-dessus est : 



.,m t + a | „— int t l> 



avec deuv constantes a et /> qui se détermineront par 
les conditions que, pour / = o, on ail : 

cl: 



rf/ J -R V « SÎ,la 



r = i el 

On a ainsi : 

i = e* -f- c h et — — V o sin a = m (e li 
Il en résulte que 



r"; 






2c ,!| = i Y n sin a, 2c"=i -4- 

Par suite : 



i m ,- . 
\ „ sin a 



2 «;/ 
// Mais 
e 
d'où : 



,mt 



e mx -f- 



i m . 
1 \ n sina 

- 2 2 .7 



int 



V* 



m ; /*> 



i i . 'i i ._>.. 3 ' 1.2.3.4 



/M 2 , //r 



wv 



:= 1 \ /sinaH i l — — V /sinoH r +••• 

(j •> oy 24 

v\ pour l'équation de la trajectoire : 

v = V / sin a — -I 7 /^_f_ X /» / V o sin a— -£- +...J 
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ou encore, puisque la première équation différentielle 

(l"X 

du mouvement — j-r = o n'est pas changée et donne 

x 
t = — , il viendra : 



V cos a 



y=.ztga 



gx- 



9 



x 



.3 



V sin at' 

aV^cos^ ' 3RV*cosV ° 



gx 



+ . 

4V cosa /' 



<;) Pour le point de chute, on posera y = o et 
x — X + OX. On trouve ainsi : 



OX 



2 



X 



3 RV cosa 



v • # X 

Y,.sina — — =:- 

4 VyCOsa 



i X 2 

— ~ ter or 

3 R ° 



Exercices. — i° Calculer dT ; calculer dX s , dY 8 , dT s au 
sommet de la trajectoire. 

•i° Démontrer que le maximum de dX a lie,u pour un angle 



de projection égal à (>o°, le maximum de dT pour a= — . 

'5° Calculer numériquement dX pour V =5oo m., a = 4'>°, 
H = G'i^i km. (On trouve dX = 3/| m.) 



2° Cas f/w ///• de plein fouet. 

a) Les équa lions différentielles du mouvement s'écri- 
vent avec : 



II 



comme il suit : 



du 
7h 

dl 



ci 



•F 



il 



2 y 



'/. 



<7.£ 



(/t 



- I + -1T-/ , , 

^/ \ l\/ COS'T 



/v-= 



a y 



</ \ Jl/ COS'T 



zr / 2y\ é/t 

i + ÏT — ^ , 

y \ A/ COS"T 
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Dans le cas du tir de plein fouet, la première devient 
d- = g duf ^ y\ 

COS 2 T c uF\ II/ 

En portant cette valeur dans les autres, il viendra 
le système suivant : 



th _ g du / y\ 

cos 2 t — c uV \ R/' 



dt =--L du 



c F 



i ■» 



, i udu 

, i udu 

«V = tgT 



F * 



/>) L'hodoyraphe a exactement la même forme que 
dans l'hypothèse d'une densité de l'air variable avec 

l'altitude, où h serait remplacé par ( ~\ . 

On aura donc ainsi, comme au n" ihj, l'équation : 



J 2 1 

c * c \\ c 



Jy+^'J-iD+yr-i") 



c) Le temps et Yabscisse n'introduisent pas de nou- 
velles fonctions balistiques et s'intègrent immédiate- 
ment sous la forme : 



D 



x 



c 



d) Y? ordonnée y, dans le cas actuel, ne différera de 
l'expression de l'ordonnée donnée au n° 3s que par la 
suppression du terme hydy dans le second membre. 
L'intégration se fera donc exactement par la formule 
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du 
ainsi : 

D — D„ A— A 



lu n° 32 en supprimant le lormc — hy' et on aura 



1 c c 2 



2 I 



yji_^(a»_aJ)+V,a n -al l ) + i(ryj;-j.; i )(D-Dj 



e) Le problème est donc susceptible d'une solution 
complète cpie les procédés ordinaires (34) permettraient, 
par Temploi de fonctions secondaires, de ramener à un 
degré très grand de simplicité. 

Mais, on doit ajouter que la correction à effectuer est 
dun ordre de petitesse tel qu'avec les trajectoires de plein 
fouet usuelles, il n'y aura jamais lieu de la prendre en con- 
sidération. 

Ainsi la correction à effectuer sera toujours très inférieure 

à celle qui résulterait d'une valeur — — = vT~ • 

il '* 

On peut d'ailleurs la calculer approximativement par la 

formule du n° 7 j en prenant — — = — tt • 

il ** 

Ainsi on aurait, par exemple, pour la correction de la 

portée : . v v 

1 ô\ tga \ s 

3" Cas du lir vertical. 

L'équation du mouvement descendant, en tenant 
compte à la fois de la diminution de la densité de l'air 
avec l'altitude et de la diminution de <j avec l'altitude 
s'écrirait (i3) : 



rdv 



dy 

1, _ 



^ — —, — c(\ -+-ah / y) m V, 
y \ " k 
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y étant pris avec le signe -f- et compte' clans le sens 
du mouvement. 

On discutera cette équation comme au n° i3, en 
considérant, au lieu de la courbe 
K, la courbe définie par l'équa- 
tion : 



■ /=, '(' ~lî) ( i +" / ''r)'" F> / 

Cette courbe a la forme de la 
courbe II de. la figure 33. La 
\ariation de r en fonction de y 
est alors donnée par la courbe 
MPP'Y 




Fis. n. 



11 semble inutile d'ajouter que toutes les particularités 
rencontrées au-dessous du sol résultent purement du jeu 
des formules dans une région où les Inpothèses physiques 
adoptées n'ont plus aucune signification. 



§ \l. \ UUVTIONS EN DIRECTION DE LV ORAMTK 



77. Lois de la variation de la gravité en 
direction. — Comme un prend toujours, par hypo- 
thèse, pour le calcul de la trajectoire principale, l'ave 
des y dirigé à l'origine suivant la \crlicalc du lieu où 
se fait le tir, il n'y a point lieu de considérer ici un 
problème du genre de celui appelé premier problème 
au n" 7."), qui tiendrait compte des \arialions en direc- 
tion de u en passant d'un lieu à l'autre. 

Par conséquent, les seules corrections à calculer 
seront celles dues à la \arialion de la direction de 7 sur 
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Tare de trajectoire que l'on considère. Ces variations 
se rapportent à deux causes. 

i° A la convergence des verticales vers le centre de la 
terre. 

a" A la non sphéricité du globe. 

Il est clair (pie la seconde cause est du second ordre 
de petitesse par rapport à la première et que, dans la 
très faible étendue des trajectoires de l'artillerie, le 
sph<Wide terrestre peut être remplacé par sa sphère 
osculalrice dont le ni) on peut être pris égal au rayon 
terrestre mo\en. 

Il ne reste donc à traiter que la correction due à la 
convergence des verticales. 



& 



__ï 



78. Convergence des verticales. — Soient 
l'origine de la trajectoire, C le centre de la terre, M 

un point de la trajectoire. La gra- 

M/ft vile dont nous supposons la gran- 

cFSd deur constante (correction du para- 

graphe précédent) agit suivant la 

direction MC Soit i l'angle en C. 
Projetons les forces successive- 
ment sur ()x et Ov : il viendra, en 
remarquant que y est tel qu'on peut 
poser : 



y 

n 




m 



Y; 



Fi if. 



d\c 
dt r 



cos 'j = 1 et 
cV cos 7 — g\<r '!; 



» 



.» 



sin o = ti>' o, 
d'y 



rll 1 



cFsinT — (j. 



Mais R ôlanl le ra\on d«; la [erre, on a : 
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La longueur OÀ ne diffère de l'abscisse Om que 
d'une quantité très petite y tg <]/. On a donc : 



x 



y tg ty x y 



¥ R R H ° v 

et on peut évidemment négliger le second terme du 
deuxième membre qui est du deuxième ordre de peti- 
tesse relativement au premier. On écrira donc : 

(Px q (Vy ^ . 

— rr-= — cr cost ttX\ -=-£-= — et sin 7 — q. 

ni" Il dt : 

Nous allons chercher les formules dans le cas du 
vide (tir courbe à faible vitesse) et dans le cas du tir de 
plein fouet. 

i" Cas du vide. 
L'équation différentielle 

d l x q 

— * 7 »• 

dl< ~ R 
peut s'intégrer directement. Son intégrale est, en effet : 

x = \ o y — cosasin (\J -|/J 

Développant en série le sinus, toujours voisin de zéro 
à cause de la présence du facteur j- , il viendra : 



-(v/t'W*<-7(*)' : ' 



I20 IA TE 11 HE 

d'où : 

.r = > „ / cos a — — \ • -jr- r cosa+- 

On portera la valeur de / 

x I gx 1 



t = 



Y cos a \(~i H \ ™* 2 a 
dans l'équation qui donne y et qui n'est pas changée 

Y=Xjsit\* — —(jl î . 

Il viendra, pour l'équation de la trajectoire : 

qx~ q x* s in a , 

:j»\;;cos-a m\ \ 5 cos* a 

Pour le point de chute, on posera y = o cl 
./.• — - \ -f- î)\. On trouve ainsi : 

vw l X 

3 II r 

\insi donc, dans le \ide, la correction en portée, 
due à la convergence des verticales est égale et de signe 
contraire à la correction due à la variation de la gravité 
avec F altitude. 

K. récrire s. — Démontrer que 1rs deux trajectoires 
y(f variant avec l'altitude el tj convergeant >crs le centre de 
Ja terre; ne se coupent qu'au point de chute. Ouelle est 

celle qui est au dessus de l'autre ') (selon que sin a > ou 

»\ , ,, . . A. 

"" t) • former l'équation unique qui lient compte des deux 

variations. 
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2° Cas du tir de plein fouel . 

La combinaison des deux équations actuelles du mou- 
>cmcnt l 

fi ccost' ,„ qx divûwz _ . * 

L 

conduit au système de formules 

du cvV x v f cV . s 
a-: g \\ cost \ (j , 

V / X \ 

tlx = — -[l +_lgTjrf T ; 

,// = ÎL_ ( , + f. |g -\ ■ ,i- 

(J COS T \ I\ / 

dy = — 1 tg t (i + y { lp -rj rf: 

Dans le cas du tir de plein fouel, le rapport -jr- étant 

déjà très petit sera négligé devant l'unité lorsqu'il 
sera multiplié par suit ou IgT. 
Les formules s'écriront alors : 

'h- = l(.!L'L\'!!!L. ,/, _l/' I _iL^Î!^.' 

w*t fl fKIV«F' f \ cFlty F 

l / 7 ,r\(lu , l / '/ x\ //'//( 



COS"T 



N on remplace maintenant x par dans ces 

L c 

formules, on Aoil (pie l'intégration en sera facile par 
l'introduction d'un certain nombre de fonctions holis- 
tiques nouvelles 

• (in., 6, [>. I '>.'£. 
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Ainsi, l'hodographe exigerait l'introduction des inté- 

8 ralcs - du r* du 



r n du r n 

/ -rn et / D 



uF 2 



On pourra, comme exercice, établir les formules, 
complètes qui résoudraient le problème. 

Mais, la petitesse du terme correctif rend superflu, pour 
la pratique, le calcul ci dessus et permet de se contenter 
d'une approximation simple pour l'évaluation de la correc- 
tion. Cette approximation sera obtenue facilement en 
remarquant que les formules différentielles pour le tir de 
plein fouet avec convergence des verticales sont simplement 
ccllos d'une trajectoire de coefficient balistique 

On pourra donc calculer, approximativement, le terme 
correctif en employant les formules différentielles qui don- 

1101,1 ax ôt 4 ■ 

de ' de ' ° tC - 
avec Y 



c 'x el\„ K ' 

Ainsi on aura, pour la correction de la portée 
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§ 3 . — Cm; R in re ni: la terre 

j() Hypothèses — On a supposé, dans l'établisse- 
ment de la théorie du ternie principal du problème 

1 Ci., 6, p. '}',;. 
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balistique, que la surface de la terre était plane. Celle 
hypothèse, sans aucune conséquence évidemment sur 
les équations de la trajectoire indéfinie, était nécessaire 
pour obtenir des formules, aussi simples que possible, 
du point de chu le, qui est le plus important, en pra- 
tique, des points de la trajectoire. Si, en effet, au lieu 
de faire y = o, dans les équations, pour obtenir ce 
point, il eut fallu chercher l'intersection de la trajec- 
toire et de la circonférence terrestre, le problème lut 
devenu très compliqué et même, le plus souvent, im- 
possible à résoudre. 

D'ailleurs, la petitesse de la correction à effectuer, 
petitesse due à la grandeur du rayon de la terre rela- 
tivement à la portée des trajectoires de l'artillerie, per- 
mettra de calculer, par une formule très simple, le terme 
correctif qui s'introduit du fait de la courbure de la terre. 



80. Calcul de la correction en portée. — Soit 
OSl v la trajectoire, OMP' la circonférence du globe 
terrestre de ravon II 
et de centre Cl. 

La portée \ que don- 
nent les formules de 
la Balistique ordinaire 
est OP ; la portée réelle 
(pie l'on mesure à la 
surface de la terre est 
l'arc OMP. 

Joignons P' au centre C de la terre et soil Q le point 
où ce ra\on rencontre l'horizontal 2 de l'origine. Soil y 
l'angle au centre OCQ ; à sera, par hypothèse, un 
angle très petit. 




Fig. r>. 
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On a : 

arc OMl v = Ity. 
et : 

OP = OQ — PO = Il lg <j, — PQ. 

On aura donc, en désignant par AX la différence 
(arc OMP' — OP). 

A\ = \\!à — la -y + PQ. 
et, à un ternie du 5° ordre en 'l près : 

AX = PQ.— Il4p 

Dans. le triangle PPQ, on écrira, w étant l'angle de 
chu le : 

Ql v PQ 

sin (o eos (o — 6) 

« / 

d où : 

PO = -^ — Vos co — A sin g/: 

sm ci) ' ' 

à un ternie en 'l 1 près. 

D'autre part : v 

QP'.aH = ÔQ 2 = n â i â 

à un ternie en •!/* près. 
Donc : 

.'( i : — — . i eos (o - - f ^ sin o) 

12 Slll (0 ■ 

ou bien, à un ternie en 'l' 1 près, puisque A\ = PQ — K -~ 
il viendra 

V 5 Y 
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Dans cette formule, l'angle de chute co est toujours 
supposé positif. 

On pourra s'en tenir au terme en X 2 , c'est-à-dire 

X 2 

poser- AX = — rr- cotgeo, d'autant plus que la démons- 
tration de la formule à deux termes a assimilé Tare de 
trajectoire PP' à une droite inclinée de co sur l'horizon- 
tale el que de ce chef une petite erreur a été introduite, 
qui dépend du rayon de courbure de la trajectoire en P. 

81 . Correction des autres éléments du point de 
chute. — Quand on 'se déplacera de P en P' sur le 
petit arc de trajectoire, les éléments du point de 
chute T,u w et co subiront des petites modifications qu'il 
sera aisé de calculer, au moyen des équations différen- 
tielles de l'arc PP', qui sont : 

du cvV . if (h 



h (J ' (J cos 2 7 

u (U , ir (h 



(Il = 3- ; <h = ttf^ 



y cos"t' * y c cos* t 

et qui, exprimées en fonction de (/«/:, s'écrivent : 

du = </./;, (h = — •-^-4- , 

r v 

, (h* , , 

fit = — , r/y = tg t (l.r. 

u r 

On aura ainsi : 



X 2 

AI ^=-77— cotgeo, , u 



7 V 

Aco = — t . - coljr (•> 



Ki. Table numérique. — On donne ci dessous une 
laide numérique permettant de trouver immédiatement A\ 
quand on connaît la portée X et l'angle de chute u. 

Celle table est la fradiirlion de la formule : 



\ '" 


a8 


.-,„ 


fi 


r* 




^ 


lo» 


** 


o 


.... 


t«m 


5 000 


4 j-j 


IOI 


5i 


iiî 


j 5 


13 


3 

H 


S 


u 


1 


J 01)00 


',ïo 


iHn 


ijd 


ti.i 


i-> 


sa 


U 






■ 










ii.i 




to 


Si 








aoo-D 


1800 


"'9 


jog 


iJy 


JJM 


Kti 


b4 


^7 


*t 


■ H 



\însi qu'on le voit, la correction peut être assez impor- 
tante- pour dos trajectoires 1res longues ot très étendues. 

83. Maximum de la correction — Pour un 

canon déterminé; (V u cl c donnés;, il existe un maxi- 
mum de la correction due à la courbure de la terre, car 
celte correction part de zéro pour une trajectoire tirée 
sous un angle nul 'ce qu'on démontre en remplaçant, 
pour x = o, la trajectoire dans l'air par la parabole du 

vide osculatrice;. VA[n est nulle aussi [tour ot = — . 

Ile maximum ne correspond pas au maximum de 
portée. Ainsi, dans le vide, où l'expression de i\ 



LES TERMES CORRECTIFS DUS A LA TERRE 



lïj 



les maximum et minimum ont lieu pour : 



o. 



soit 



cos 2 a (cos 2 a — 3 sin 2 a) 



9, 



ce qui donne 



a = — et 



tga 



y/ï 



c'est-à-dire a = 3o° 



D'une manière générale et pour le tir dans l'atmo- 
sphère, le maximum de AX sera donné par la for- 
mule : 



r/AX 



(tT. 



X 



I\ sin 



(O 



2 COS (0 



ox 

Oa 



X 0(o 



sin to Oa 



o 



c'est-à-dire : 



OX __ Oco 
sin 2(0 — = \ — 

Oa Oa 



§4- — Résumé 



8',. Formules de correction. — Les termes secon- 
daires dus à la gravité et à la terre donnent lieu à des cor- 
rections A\ sur la portée qui sont inscrites dans le tableau 
ci- dessous. 

il) (J \ \HIK EN C.ll\M)i:i'K. 

i° Variation d ensemble suivant la latitude et l altitude du 
tir. 

(Aide) - r = —*- 

( Plein fouet, **=£±ÈL 



I AX est de signe 
i contraire à Or/. 
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'j.° Variation progressive le long de la trajectoire. 

(\icle) _=--_tg« i 

( Plein fouet) ^ . y > AX est positif. 

(formule -"_- = £ -L 

approximative) l ^ Ji 

b) g varie en direction le long de la trajectoire. 
,... . . AX i X ;, 

(\idc) T~ = ~n\ { ^ x i 

(Plein fouel) *v / * \ v / AX est négatif. 

/ 1- i A Y i / t# a \ a X \ ° 

lormule — — = K _i — £ — -g--- — 1 

approximative) ^ \ l r "V t±w **■ / 

C) Coi 'RIURE DE l,V TERRE. , 

A V X ) 

(Tous les cas) x —y- = —rr- co[<* to f AX est positif 2 . 

1 Dans cette dernière formule o) csl pris avec le signe -j-. Dans toutes 
les autres to doit avoir le signe — . 

■ Dans le Tir (h plein fouet cette dernière correction seule, due à la cour- 
bure de la terre, aura quelque importance. Les trois autres corrections 
sont, en effet, très petites. 



CHAPITRE VI 

ROTATION DE LA TERRE 

| i . — Généralités sur le problème 

85. Historique sommaire. — La question de 
« [influence de la rotation de la terre sur le mouvement 
des projectiles » a depuis longtemps attiré l'attention 
des géomètres. 

Dans un article consacré aux « Progrès de la Méca- 
nique » et publié en 1864 dans la Revue des Deux 
Mondes, M. J. Bertrand en a retracé les origines. 

« Yarignon. dit-il, parait avoir signalé le premier, en 1707, 
la contradiction géométrique des lois de Galilée sur la chute 
des corps avec l'hypothèse de la rotation de la terre et celle 
d'une pesanteur constante... Son ouvrage sur la pesanteur 
le montre Tort mal préparé à traiter de telles questions. On 
\oil. sur le frontispice, une petite vignette fort élégante 
représentant deux personnages, un militaire et un religieux, 
auprès d'un canon braqué \ors le zénith : ils regardent en 
l'air comme pour suiwe le boulet qui vient d'être lancé. 
Sur la irrauirc même, on lit ces mots : « lletombcra-t il ? » 
l^e religieux est le célèbre père Mersenne et son compagnon 
est M. Petit, intendant i\vn fortilicalions. Ils ont répété plu- 
sieurs fois cette dangereuse expérience et comme ds n'ont 
pas été assez adroits pour faire retomber le boulet sur leur 
tète, ils crurent pomoir en conclure qifil était resté en 
l'air où sans doute il demeurerait longtemps. \ arignon ne 



IjU ta 

conteste pas ta luit, mais i 
« pendu au ànss\n de uns 
■ surprendre ! « Les deux 

dé le* i r Ainsi G™ 

.'l du résultat obtenu : on 



'l'EHIlE 

s'en étonne : 



qui 



,|ii 



h opinion, 

|iisqu ;'i il Uemberl pour avoir une plu- 

. Laplace et Poisson ont ensuite successive») 



Kti. Méthode suivie — Aujourd'hui, le problei 

c-l devenu classique ; on en trouve l;i solution géîiSra 
indiquée cl, Lm.il an moins, le cas particulier du mnirvc 
nn.'iil vertical dans le vide exposé, dans la plupart il 
Traités de Mécanique Rationnelle, connue illustrât» 
de la théorie -lu i i\i' n! relatif. 

Nous avons dit, dans riritroduclion ".'>), lus dise 
sii">ns récenles auxquelles celle théorie avait donné liei 

Les problèmes du unaiveirieiil relatif, ramenés ■ 
mouvemenl absolu par l'introduction de forces Getrve* 

sont toujours évité eni délicats, « Dans l 

par la nature des données, le mouveuienl absolu i 
point pourrai! èlre enniplèlerncnl déterminé, il ne fpti- 
.Iciii pas employer la force relalive mais déterminer 1 

n ve ni absolu, cl on sérail alors ramené a i 

combinaison de n vcmenls connus, ce qui rentrerai 

dan- le- (publions Irailées ' .. . » 

' I" ». I L I' lïo 
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C'est la voie directe suivie par le colonel de Saint- 
Robert, qui préfère une explication géométrique à une 
« méthode où on perd de vue le phénomène méca- 
nique ». 

« En 18 'S 7, Poisson s'est occupé de la question et en a 
étendu la solution au cas général où le projectile est lancé 
dans l'air avec une vitesse et suivant une direction quel- 
conque. Mais l'analyse employée par ce savant géomètre est 
assez laborieuse et n'explique pas aux sens les clTcts divers 
produits par le mouvement diurne. • 

« Il m'a semblé qu'on pourrait, par de simples considé- 
rations géométriques, rendre compte des effets qui résultent 
de la rotation du globe sur le tir des projectiles et" même 
calculer ces effets. Je ne fais en cela que suivre les idées 
émises par MM. Poinsot et Liouville relativement à l'expli- 
cation d'un phénomène analogue : je veux dire le déplace- 
ment du plan des oscillations du pendule qui a lieu dans la 
belle expérience de Léon Foucault. l » 

Nous suivrons, dans l'exposé qui va cire fait de la 
question, la méthode générale indiquée par l'éminenl 
balisticien italien, procédant des cas les plus simples au 
cas le plus général et cherchant toujours l'explication 
mécanique des phénomènes. 

Nous nous en séparerons seulement à la lin, au mo- 
ment où il prétend ramener aux équations de Poisson 
les résultats qu'il a trouvés, et qui sont incompatibles 
avec elles. Il existe, en effet, dans la solution exacte, un 
terme que la théorie classique ne calcule pas et qui est 
du même ordre de grandeur que ceux qu'elle con- 
serve. 

Nous montrerons enfin, en reprenant le raisonne- 

1 Dk S\IM-Il<>|!i:ilT p. V>S. 
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ment classique comment celui-ci doit être complété, 
pour èlre rendu absolument correct. 

87. Hypothèses. — Soient a lavitesse angulaire du 
mouvement diurne de la terre, R le rayon de la terre 
et g la gravité. 

La terre faisant un tour sur elle-même en 24 heures 
ou 86 164 secondes, la vitesse angulaire a a pour 
valeur : 

2- 1 

7777- yrr = 0,0000720 = — — ; 



a = 



ou encore a = i5 r/ ,o4 de degré par seconde sexagési- 
male de temps : 

1" La théorie amènera a considérer le produit a/, 
/ étant un temps correspondant à la durée de parcours 
d'une trajectoire au-dessus du sol ; t sera de l'ordre de la 
minute sexagésimale ; si on prend une valeur très 
exagérée de /, / = i20 s par exemple, le produit a/ a pour 
valeur 0,0087 el '° produit art* donne o,oooo56. 

Xous conviendrons, dans les formules, de négliger 
a' J / 2 devant C unité. Les ternies en a/ conservés entreront 
dans les formules multipliés par une coordonnée x. y 
d'un point de la trajectoire ; 

2° D'autre part, la théorie introduira des termes de 
la forme R a 2 / 2 , avec : 

R _^ (U7 1 .ooo ,n ; log II = 6,8042. 

Le produit lia, à cause de la grandeur de R, est un 
nombre assez grand et égal à 4^4 m ï e'est la vitesse 
linéaire de la terre à Léqualeur. 
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Le produit Ra/ est donc de grandeur tout à fait 
comparable à une coordonnée x ou y de la trajec- 
toire, puisqu'il représenterait le parcours uniforme 
d'un point lancé avec une vitesse horizontale de 

464 m . 

Il en résulte que les termes de la forme Ra 2 / 2 = (Ra/)a/ 
sont du même ordre de grandeur que les termes en a/ 
multipliés par une coordonnée de la trajectoire et con- 
servés d'après la première hypothèse. Il est donc néces- 
mire de conserver également dans les formules les 
Jermes de Informe lia 2 / 2 . 

Disons, dès maintenant, que ces termes sont laissés 
de coté dans la théorie classique» des effets de la rotation 
de la terre. 

88. Attraction et gravité- — i° \ S attraction exer- 
cée par la terre, supposée sphérique, est le nombre (i, 
qui varie suivant la distance du point attiré au centre 
de la terre conformément à la loi newtonienne : 

c -c ]V 



:*+?;'' 



Cette formule s'applique à un point extérieur a la 
surface du globe. 

S'il s'agissait de la cbule d'iiii corps dans un puits, la 
gra\ité ne suit plus la même loi ; elle est proportionnelle 
à la distance du centre attiré au centre de la terre sui- 
\an( la formule : 

II — v 



(i . -_,<; 



R 



<les deu\ formules, qui se raccordent au point y-_= o, 

HVt lNlI.ll | . ||. î> 
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sont, pour y très petit, comme toujours en Balistique, 
réductibles aux deux formes : 

(extérieur) G y = G [ i =*-) ; 



(intérieur) G_ y — G ( i — 



r r 



2° On suppose, dans la (héorie actuelle, qui vise seu- 
lement les effets de la rotation de Ja terre, que la tra- 
jectoire a été calculée dans le cas de la terre immobile 
et corrigée des variations de G avec l'altitude d'après 
les formules du § i (cliap. v). Ces corrections sont 
d'ailleurs extrêmement petites. 

On suppose également que la trajectoire du cas de la 
terre immobile a été corrigée de l'effet de la conver- 
gence des verticales ainsi qu'il a été exposé au § \i 
fchap. v), Cette correction agit, comme on le sait, en 
sens inverse de la précédente. 

3° La gravité g en un point, est la composante de 
N V attraction terrestre G et de la force 

centrifuge due à la rotation de la 
terre. 

En un point 0, dont la latitude 
est A, le ravon /• du parallèle est II cos a 
.et la force centrifuge a pour expres- 
].-; u . > ()# sion lla 2 cos a. 

Ses composantes, suivant le rayon 
terrestre et une perpendiculaire à ce ra\on, sont : 

Ka 2 cos' 2 a et lia' 2 sin a cos h. 




C 
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On aura donc, en désignant encore par G l'attraction 
terrestre : 



<f = (G — Ra 2 cos 2 a) 2 + R 2 a* sin 2 a cos 2 a 

2Ra 2 cos 2 A R 2 a v cos 2 A 



= G 2 



> •* — n 



G 



G 2 



lia 2 , i . , R 2 a* 

Mais : — — — = environ; donc le carré ■ 

Ci 290 lé- 

sera négligeable devant l'unité et on pourra écrire : 

(j = (; — Ra 2 cos 2 a. 

D'autre pari, si on désigne par l'angle que la 
direction dey fait avec celle de fi, on aura : 



sin H 



Ra 2 sin)v cos A 
il 



cos 



G — Ra 2 cos" a 
V 



. /R 2 a v , . N 

cequi, au degrédapproxinialive admis! — 7- négligeable ) , 

donne : •' 

sin Ô == sin 2A, et cos = 1 . 

''Il 

Numériquement, a\ec les valeurs de R =G!^i ooo m , 
cl a = 0.00007*20 ou aura 

tj = (i — 0.0 H8 cos- a ; siu = 0,001^ i siu *2A. 

La direelion de l'attraction et de la gravité coïncident 
donc au pôle cl à l'équateur ; elles oui leur maximum de 
divergence à la latilude a = ' t V. 

î ' De la formule <j —- (| ( 1 -— cos 2 a) , on dé- 



ilnil que la gravité <j dovjendn 
rotation a' était telle que : 



On t« 



j,oora4. 



cl par suite — = 17 environ, 
a 
■Ainsi, si la Ifirre tonrnail 17 fois plus \ile sur 
mèinc. la pesanteur sérail aulle à l'Equateur. Elle S 
encore nulle si le rayon terrestre était aoo fous 
grand, avec la 1 m* vitesse angulaire a. 

à" Mais la formule i|ui donne 7 en fonction de (I 

de X est encore iuc plète, carîl faul tenir compte, 1101 

seulement de la rotation de la pierre, mais encore t 
l'aplatissement du sphéroïde li'nvslre. i|iii vienl ajouta 
ses effets à ceux de la rotation. I.a formule adopté! 
[Annuaire du Bureau des Longitudes esl la soi 



89. Effets de la variation de g avec la latituâ< 
— 1" La formule précédente esl celle qui a été 1 
ployée an il" 74 pour le calcul des corrections à apport 
à la trajectoire suhanl la latitude (!<■ l'origine ilti tir. 

Ce- corrections sont, mi l'a vu, i-\ In'iucn u-ii I failli 
en passant du pôle à t'équaleur, c'esl-à-dire, pour u 
variation totale, dg = o,o5. 

3° Il J ailliiil l'iii'on.' à considérer ainsi qu'01 
au n" ~:j. une corn'clinn d'une an Ire sorte, 1er 
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variation de la latitude A le long d'une même trajec- 
toire ; cette correction serait nulle le long du parallèle, 
maximum le long du méridien. Mais la variation de X 
de l'origine au point de chute d'une trajectoire de l'ar- 
tillerie est si petite (Oa étant égal à -jy- , rapport de la 

portée au rayon terrestre) qu'elle ne peut produire 
qu'une fraction infime de la correction précédente déjà 
fort petite. On doit la négliger. 




Piff. 3;. 



l\° Mais il v a lieu d'examiner le fait de la non-coïn- 
cidenee de la verticale (direction de <j en un point) avec 
le ravon terrestre, à un autre 
point de vue. Pour l'étude des 
ettels du mouvement de rotation 
de la terre, nous adopterons les 
axes suivants : comme axe des 
y, on prend le prolongement du 
ravon terrestre CO et comme plan 
des .c: le plan perpendiculaire 
T ln OT p à la direction Oy au 
point (). 

On suppose la trajectoire sur la terre immobile con- 
nue el rapportée à ce système d'axes. 

Or, en réalité, la trajectoire que donne la Balistique 
ordinaire est rapportée non à ce système d'axes dépen- 
dant de Yntlmciion terrestre, mais au système d'axes 
dépendant de la <jrariti\ c'est-à-dire tel que l'axe des y 
fa>se avec l'axe des y précédentes l'angle déterminé 
an ii" 88,;*". 

Il serait d'ailleurs aisé de passer du second (gra- 
vité au premier attraction^ par les formules ordi- 

/ * v /M. 

8. 



naires de Iransf uinalion des coordonnées, Mats, si 
suppose ce calcul eiïeotué cl les formules établies dans 

h premier systf ■ d'axes [attraction . il faudra au poral 

de chute, nu au poinl de la trajectoire qu'on \ Ira 

observer, faire le olian^'cmenl de coordonnées ln< 
parce que l'observation donnera les portées, les angles 
de chute, etc., rapportés à la verticale du point i' 
chute, c'est-à-dire au second système d'axes de coordon- 

Yiui-i donc, le chois des a\es de l'attraction a 
duira aucun terme correctif du à la différence de Irut 
orientation avec ceuï de la gravité. 

l" D'autre part, le sphéroïde terrestre élan! défini an 
poiui où se fuil le tir par rapport à la direction le 
gravité, à laquelle 1rs surfaces de niveau sont inn*inali . 
la rum-eoïncideiice des direcl ions (i el 7 ne changera rien 
aux raisonnements du a" Su relatifs à la correction due 



90. Tir au pôle —"lu observateur place" debout M. 
le boréal, tournerait sur lui-même, à son insu de droite 
jauche, en vertu du mouvemenl diurne de la terre. Si, 
m- ri'Hr |in-iliiui. il lançail un projerlilc dans une diree- 
11 i|uelc.nu|ue, il est clair nue ce projectile pnmiurait 
trajectoire, comme si la terre était immobile; car en pr- 
it (I un point |j\i> l<> piojeelile 11 en recevrai! iiueiuu 
wsr h ajouter à celle de [irojeclioii qu'il reçoit par I 

« Le plan de tir. restani u\e dans l'espace, paraîtra à 
ibservateurquîsccroiten repos, se déplacer en sens inverse, 

: -i-'i duc marcher de pnurlic à droite autour du pflle. 
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avec une vitesse angulaire égale à celle de la rotation ter- 
restre, savoir d'une révolution en un jour sidéral l . » 

Le plan de projection yO.r lestant fixe dans l'espace, 
le projectile décrit dans ce plan la trajectoire 0M\ 
qu'on sait calculer, par 
hypothèse. L'observateur 
qui est vertical en 0, 
tourne et se trouve au 
temps / les yeux dirigés 
vers 0x f Taisant avec Ox 
l'angle Si t. Au même 
temps /, le projectile se 
trouve au point M de coordonnées y = VIP et x = OP 
dans le plan fixe yOx. 

Pour l'observateur, les coordonnées apparentes de M, 
qu'il rapportera aux axes rectangulaires 0, y' x' :') 
seront : 

y' = AIP; .r' = 0Q; :' = PQ. 
On aura entre x\ y/ z' et x, y les relations : 




Fi-, .-js; 



OQ = y = ()Pcosa/ d'où 
PQ = ;' = OP sin a/ d'où 



x' = x cos a/ 
z' = x sin a/ 



Vinsi qu'il a été dit (87), on peut négliger a 1 '/ 2 
«levant l'unité. Par suite, les formules deviendront : 






x : 



y ' = y ; 



j 



** t/, cLi , 



Tout se bornera donc à une déviation lalérale xa/, à 



• Dk S\iNT-Il«>nKnT, p. ']()•?.. 



droite Au plan mobile [qui pour l'observateur eal (i\r 
représente le [dan de projection). 
L-! déviation sérail à gauche pour le pôle austral. 



ble; elft- est ax i\ l'abscisse j, c'est-à 

i : 7 1 î*" . L'eflet d'un toi vent, s 
■ablc sur toutes (es trajectoires il'' lu 



./:„ 



'i,l, i 



lilli'l ir On a vil ( ',Hi e| m- l;i iilcssr -.- . ]>rr|"'in 

plan il' 1 projection, que prend le projectile pour > 

Vitesse w était 4" = w i 1. On nu mil donc • 



i l'é 



■i di-i ;. 



, ,,; 



Ou «aurait, s'il en était nécessaire, évaluer cette intfign 
ri taire 1, correction due uu vent apparenl : niais c" 
trop mini pour qu'il j ail intérel a en tenir compte. 

Eztrcfce. — Trouver la Ib-rmiilc dans le cas du lir 
ulriu loiit'1 <-ir indnduisant lie lin l'ourlions hnlisliqui 

gi. Étude de la trajectoire circulaire du 
boulet — Supposons, aliu i.l 'rlmlirr. sur nu exemple 
rrrl. lis |uo|irirlés du mouvement l'clalil', que. du pôle, « 
liuii'i- liuri/oulati'uient dans Ir viilc. un [uuji'clile avec u 

On sait ( ri-) (|u*il va ilrnii'r iiul ■ de la lenc une e 

cniilï'rrniv ;nci' uni' v iti' — <■ ■ n lili >ri m.- ri qu'il tournera Si 
cesse riimmr un salellilc aiiloiir d'une [ilauèlr Sun u 
M'iui'ul absolu l'tanl cette circonférence, quel va (■Ire. s 
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mouxcmcnt apparent ou relatif pour un observateur placé au 
pôle et entraîné par le mouvement de rotation île la lerre ? 
v'().r' étant le plan de projection, entraîné avec l'obser- 
vateur, le projectile parait se 
déplacer veis la droite de ce $'\ 

plan. Au temps /, il est, pour 
l'observateur, arrivé en M, point 
défini par les coordonnées spbé- 
riques : 

OM'^YgZet MM' ^= rat. 

Posant 

OM'-^£, MM' = ; 



on aura, puistpie 

r = \\ sin /, 

l'équation : 

\ zz=z a/K sin /_ ou 
La dérixée donne 

d\ ait 




ait 



V'iç. U). 



L s*i»» 7 



La courbe pari du point G lan t v:cnticllemcn( au plan de 
projection O.r' ; elle coupe l'équateur au point 



/: 



, . v - ait 
c.-a-u. c = . - 







et la tantrcnle en ce point est 

</;_ _ ait 



\» " 



La tangente dexicnl parallèle au plan de projection 
(point 11 pour 

sin / -+- /. (,<>s 7. = ° 

c.-à-d. pour !,«/ = — "/. d'où / = nli n , iV 



i.ia 
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Puis, la trajectoire passe au pôle austral, pour y= ~ et 
si» tangente a pour valeur 

dl ait 



'fo 



Vo * 



La courbe rexient ensuite à l'origine 0, par une branche 
analogue et elle > lait avec le plan de projection un angle 

(Il ait 



. Le mouvement continuera ainsi indélini- 
* o aicall 



nient; la trajectoire ne se fermera que si l'arc tg — ^ 
est contenu un nombre exact de fois dans 'in. 



Numériquement, on a 
a = 0.00007 ju), R = G'iji km 



V = 7 km. ()oo, 



On en déduit 



angle — ^ — = *2o°, i(> 

* 



qui est contenu 17,77 fois dans -at.. 

Si on suppose l'observateur placé assez loin sur Taxe des 

pôles, pour qu'il \oie la terre en pro- 
jection ("xlindriquc, la trajectoire du 
projectile lui apparaîtra comme une 
courbe a vmt pour angle polaire = a/ 
et pour ra\on polaire r = R sîn Xj. 
On aura ainsi 

H sin 




/• — 



a 



î'iii. .îo. 



pour équation polaire de cette courbe 
qui se compose de feuilles successhes 
tournant autour du pôle et revenant 17,77 ^°' ls cn co 
point dans l'iiilervaile d'un jour sidéral ; la courbe com- 
prendra ainsi V>. V, feuilles. 



<)'*. Tir à, Téquateur dans le plan du méridien. 

Soit WOK l'équateur terrestre 1 représenté par ses 



ROTATION DE LA TEIUIE 



l/j3 



ZZ,Z' 



deux projections verticale et horizontale. Le point 
est le point de la surface de la terre d'où le projectile 
est lancé suivant le méridien "XS et vers le Nord (Ox . 

Si la terre était immobile, la trajectoire serait dé- 
crite dans le plan 
yOx et, au temps /, 
le projectile serait 
en M. 

Outre la vitesse 
reçue par l'arme qui 
le lance, le projec- 
tile possédera du 
fait de la rotation 
\\ E de la terre une 
vitesse horizontale 
dirigée suivant la 
tangente Or à Fé- 
quateur ; la valeur 
de cette \itesse est l<- 

lia. 

Si les axes 0, .v y :] se transportaient parallèlement 
à eux-mêmes axer cette vitesse horizontale lia et si 
pendant ce 1 mouvement la f/ravilé restait constante en 
direction, le projectile ne changerait pas de position 
relativement à ces axes mobiles; ceux-ci seraient, au 
temps /, parvenus en () x , ;'/;, y, : l \ position telle que la 
distance» ()() l soit égale à lia/. Mais, pendant que les 
axes s'éloignent ainsi parallèlement du point île dé- 
part O, ils s'éloignent aussi du centre (] de la terre \ers 
lequel est constamment dirigée la gra\ité; sous l'ac- 
tion de cette force oblique, le projectile se portera donc 
vers la (fauche de la position qu'il aurait occupée par 




»£■ i' 



"'l'I'* 1 



leur 



iiinii de l« 



D'autre part, les axes tic repère à la surface de I 
terre soni liés ;'i l'olisn \.iUui cl dp se transportent j 
parallèlement à eux-mêmes, mais tournent autour > 
centre ('. de la terre. 

On aura donc ainsi à considérer des écarts a 
dus à deux causes : à une attraction oblique et ;i il 
rotation des axes de coordonnées duc au déplacement d 
['observateur avec le mouvement diurne, 

i" Effets de lattractîon oblique. — La granité _*y i 
pOÏnl M' csl dirige suiviinl YI'C Elle se décompose 
huis forces : l'une dirigée suivanl une parallèk M'iir 
la verticale Oy du point de départ, l'autre suivant u 
parallèle MM à l'équatcur et la troisième suivant uni 
perpendiculaire M'/i à l'équateur. 

Le- abscisses OM, les altitudes Oy atteintes par I 
projectile, aussi bien que les déphtccincfils 00, dm 
hi vitesse de cotation de la terre pendant le temps 'si 
considérés comme infinimenl petits relativement 
rayon terrestre lï. Donc : a) la distance M'C péul è 
remplacée dans les calculs de correction actuels par L 
h les angles de M'C avec M'm' el MM par leurs [ 
jections sur le plan de l'équaleur; c l'augle de ' 
avec M'" par sa projection sur te plan y, o, ■<,. 

L'angle yCM' a pour valeur a' à l'approximati» 
admise el on aura : 

Composante de a suivanl M'm' = y en- a/ ou a 
— g suivanl MM' y sin a/ 

g suivanl M ,, - g - 
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Mais cette dernière composante, qui peut s'écrire g or- 
donne lieu à reflet qui a été calculé précédemment (78) 
comme résultant de la convergence des verticales sur la 
trajectoire sans mouvement de rotation de la lerre. Son 
action est donc comprise implicitement dans les valeurs 
données de x et y en fonction de / qui définissent, par 
hypothèse, la position du point M dans le système 
d'axes (jcOy). 

Par conséquent, au degré d'approximation recherché 
ici, la rotation de la terre n'aura pour effet que de 
donner, vers la (fauche , une composante ayant pour 
expression ; — .7 a 0- 

On aura donc, pour l'équation différentielle du mou- 
vement hors du plan de projection : 

d 2 z. 
d'où on tire, en intégrant deux fois : 

M — " 6 ' 
sans constante, parce que, pour / = o, on doit avoir 

— -i- 1= o el :, = o. 

(Il l 

Donc, relati\enient aux axes entraînés parallèlement 
i'O,, .r. v, O, °" aina : 

\ I ' 1 & 1 1/ 

r/a/ :l 

Kkm vuql i:s. — a 1 Dans l'expression de la force accélératrice 
<|wi fait sortir le projcctilcdn plan de projection —r- _ — r/a/. 

ntiisiini 1 . — 11. <) 
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nous n'avons pas loin compte tic la résislimee clr l'a 
supposons donc ici L'i'llc rési>Iance 1res faible cl iiéjdL-ealilf 
de sorte que les formules actuelles s'applitpienl. r" 



scmnil. a 
dira plus 



s du vide ou ilu ///• rimrhe il faillit' ri/esse. ■ 



Le vent relatif rai dom 
puisque ï. est tria petit 

des trajectoires, ail — 

x = H sîn 



ailt - 



r) = aR ( 
■ de la " " 



bie ain|)lil 
Mttia, on a aussi scnsildei 
le vent aura, au point X, poi 

jr (|iii sera nue quantité extrêmement pelile (de 1 

drechi millimètre pour .r = an*"-). 

2" Effets de la rotation des axes. — Au lemp 
l'origine des axes entraînes par la terre sera > 
point 0' sur la surface terrestre, tel que : are 00' = P, 
Pour passer des axea ;U, x t y t 2,) du Lraasport parai 
an\ axea réels (0', y' ■'"' ;'), on transportera d'à' 
premiers parallèlcnienl en O', siiivanl :.'(.) '. r,r., :,' . 
on les fera tourner autour de O'x, qui restera I" 
devenant Or'. 

a) Transport parallèle. — Les coordonnées de ( 
relativement à 0, sont : 

o pour les j_ É , 

O'K = — R (i — cos a/), pour les r, 



0,K = H s 



■ Ha/, 
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o 



9 AÏ 



— R 



a** 



et par suite : 

y* = Ji + R 

On a donc : 



a 2 / 2 



* 



# 



Cette dernière valeur est nulle à un terme en R (a/) 
près, négligeable par hy- 
pothèse. 

L'abaissement O'K des 
y., se réduit à : 



Bat 




Fi*. 43. 



•> «> 



1 ' 



» a < 



i # 



b) Rotation des axes. — L'angle formé par le nouvel 
axe des y' avec l'ancien y., est a/. On aura ainsi : 



JC ct/.> 



:JC. 



z =c 2 cosa/" — j 2 sina/=c 1 cosa/ — [ Ji + R~t~) sma/ 

/ a 2 / 2 \ 
y = y 2 sina/+y :î cosa/=z 1 sina/+( ^-J-R JcosaJ 

Si Ton néglige les quantités du second ordre en a 
lorsque celte vitesse de rotation est multipliée par une 
coordonnée et du 3 e ordre lorsqu'elle est multipliée par 
le ra\on terrestre simant ce qui a été convenu au n" 87, 
on trouvera : 



x 



-_ — . r • 



.r 



a/v. 



a-/ 2 



y' = v. + a/: x + R — 
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c) Formules complètes. — En substituant les valeurs 
de j*,, y x , z L el remarquant que s,tz i devra être négligé, 
dans l'expression de y', à cause de la valeur de : 

_ r/af 3 

-i — ' 6 < 

on obtiendra le système suivant : 

x = x, 

a 2 / 2 

a/' 1 
z f = — a/v — 7 — -. 

Pour le tir du même point, mais dirigé vers le pôle 
Sud, y' conserve la même forme; la déviation z' a tou- 
jours lieu vers la position initiale, du tireur, el conserve la 
même valeur que dans le tir vers le Nord. 

;)ii. Tir à 1 équateur dans son plan.. — Lorsque 
le projectile est lancé dans le plan de léquateur, vers 
IKst, c'est-à-dire dans le sens du mouvement diurne, 
il reçoit, outre sa vitesse 1 de projection, une vitesse 
horizontale, égale à celle d'un point de léquateur et 
dirigée dans son plan. Il est <1 abord évident cpie le 
mouvement terrestre ne produira pas de déviation hors 
du plan de l'équateur. 

Le même raisonnement qu'au numéro précédent pourra 
s'appliquer ici : M étant la position du projectile au 
temps / relativement aux axes immobiles '0,./'y , le 
transport parallèle dv* axes el de la trajectoire* pendant 
le temps/ à une distance ()() [ lia/, donnera le 

point \l r 
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Pendant ce temps, la direction de la gravité, qui 
passe constamment en G, a changé continûment et, 
d'autre part, les axes de repère, transportés avec l'obser- 
vateur et sur les- 
quels il mesurera 
les dimensions de 
la trajectoire qu'il 
observe, seront ve- 
nus en (OVy'), lo- 



U a& . 



rigine 0' étant telle 
que 

arc 00' = Ka/. 



Ouest m 




Fig- 44. 



On aura ainsi a considérer l'effet dû à Val traction • 
oblique et l'effet dû à la rotation des axes. 

1" Effets de F attraction oblique. — La gravité <j 
sYxerçant suivant M A G aura pour composantes 

ff cos a/ suivant M X I 
— <j sin a/ suivant .M X M', 

c'est-à-dire au degré d'approximation admis, y et — </a/. 

On aura donc, pour l'effet de cette force dans le. plan 

de lir : 

d" /' 

~W = - .'/a/, 



d'où, en intégrant deux fois 



.. — .• 



— .'/ 






D'ailleurs 



y = V et 

% 1 ». 



O. 
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Il y a lieu de faire ici la même remarque qu'au 
n° 92, 2 , a. On néglige la résistance de l'air et la solu- 
tion s'applique, par suite, directement au tir courbe à 
faible vitesse seulement. On dira plus loin comment 
s'établiront les équations différentielles dans l'air atmos- 
pbérique et comment on peut les intégrer dans le cas 
du tir du plein fouet. 

2 Kfjels de la rotai ion des axes. — Pour passer des 
axes (O^TjY^,) aux axes O'^y/J, il suffira de changer 
z l en x L et z, en x ± dans les formules du numéro pré- 
cédent : le transport parallèle des axes en 0', qui n'in- 
flue que sur la valeur de y, donnera : 

. — ■ . — _i_ « ^1 . - — - 

x. 2 — x L , y. y — y i — r~ ■* -, *■ 1 — <~i. 

m'* 

La rotation donnera les formules : 



> / > 



Si" l' 

■r' = t , — a/y, ; y' = y, + ate, + R -^— ; :' = : t . 

*£* 

3" Formules complètes. — Par suite, les formules 

totales seront les suivantes : 

a/ 3 
x = x — (i — a/y 

y =r y -f- a/.T H 



o. 



Elles fixeront la position du projectile au temps /, par 
rapport à l'observa leur. 

Remarque. — 11 nx a pas lieu é\idenimcnt de con- 
sidérer lYllél du vent, puisque le projectile reste sans 
cevsr sur le uiéme parallèle*. 
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94* Tir à l'équateur dans une direction quel- 
conque. — Généralisons maintenant les résultats obte- 
nus dans les deux problèmes précédents. 

Soit O le point de départ du projectile sur Téqua- 
teur : le prolongement Oy du rayon terrestre OC est 
la direction de la ver- 
ticale en O. 

Le plan horizontal 
en est le plan T ul OT p . 
Dans ce plan, la direc- 
tion horizontale du tir OuestL l/£Li£ \Est 

Y I / .' r ""-.. - J 

est la ligne Ox, délinie 
par son azimut jjl, an- 
gle que 0.r fait avec 

or 

L'azimut variera de 
O a 2- en tournant de 
gauche à droite. 

L'axe des r sera une perpendiculaire Or à 0,r, située 
dans le plan horizontal de O 

i° Menons par le centre G de la terre, deux droites 
Gy et G^ respect h enient parallèles à Ox et ():. Le 
plan y(l^ perpendiculaire a 0(1 contient aussi Taxe de 
rotation G.V de la terre. Si le vecteur G \ représente 
la rotation de la terre autour de Taxe des pôles, on 
pourra la décomposer en deux autres, \\ y suivant Cy 
et H; suivant G!Ç et chercher les elTets séparés de ces 
deux rotations. 

a étant la rotation G \, on aura : 




IV. = a cos 'x 



et 



IV i= a sin m. 



Or, relativement à la rolalion R y , le tir exécuté en 
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aura lieu comme s'il était effectué dans le plan du 
méridien devenu Ox. Les formules du n° 92 seront 
donc immédiatement applicables, en changeant seule- 
ment a en a cos jjl. 

On aura ainsi, en désignant par x" \y" ,z' f les coordon- 
nées après cette rotation : 



x" = x 



1 

y 7 = y -I- [\ — COS 2 -JL , 



Ji 



a,ty cos jjl — g — — cos ;jl. 



a/ 5 

- cos _ 
r 



Relativement à la rotation IV, le tir aura lieu comme 
ki Ox était l'équateur et que le tir fut dirigé dans ce 
plan. Les formules du n° y3 seront donc applicables à 
ta condition de changer a en a sin ijl. 

On aura ainsi : 

, „ a/ 3 sin u. , . 

x = x — q — ■ a/y sin u 

y' = y" -f- atx sin a -\ a 2 sin 2 u. 



Par suite, l'effet total relativement au vrai mouve- 
ment de la terre s'obtiendra en remplaçant x" ,y" *z" par 
leurs valeurs ; x',/,:' désigneront toujours les coor- 
données du projectile au temps t par rapport à la 
position de l'observateur sur la terre, observateur qui 
se croit immobile ; on aura ainsi : 

, 7a/ 3 . . 

./• = ./: — ^— - — sin 'jl — a/y sin a 

() k ^i 



v / 
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Ra 2 / 2 



y' = v -4- a/i£ sin a -f- 



•2 



,,/ 



o a/ 

a/j COS ;JL ' COS [JL, 



•jl° Il y a lieu de remarquer que la rotation R 7 = a, cos jjl 
amène au bout du temps t l'origine au point 7 ; tel que- 

00 7 . = af cos u 

sur le grand cercle langent en à Taxe 0: et que la rotation 

Rr = a sin u 

anirnc, au bout du temps /, l'origine au point X loi que 

OO x = a/ sin jjl 

sur le grand cercle tangent en O à Taxe Or. La position 
résultante 00' de ces deux rotations sera donc telle que 

(HT = ÔÔ; + ÏKJ X , d'où <)0' = Raf. 

L'angle <!/ de celte position avec ().r sera donné par la 
formule 

OO x — 00' cos 'b d'où cos à = sin u. 

Donc -i/ ■— — — ;jl. Le point (V est ainsi sur l'équateur, 

à la position même qu'il doit occuper par suite du mou- 
vement diurne. 

1° Dans les formules données, ou reconnaît des termes 
correctifs de trois espèces. 

Ternies renfermant y (de la forme -^-p — ) ; ils pro- 
viennent de l'obliquité de V attraction agissant sur la trajec- 
toire pendant son transport latéral. 

•2° Termes renfermant une coordonnée (de la forme B,tjc) ; 
ils proviennent de la rotation des axes pour, après leur dépla- 



i° 



!)• 





l'iticnl parallèle, rire raiiii/iii's à h, .vei'lnalr de l'observa 

fin i|ui suii le momemeni de la lerre, 

î'Terme rënfermnnl le rayon terrestre 1— : Il pio 

icnl du Imiisjiiirl /mriilli-lr iJcv «.<■,■.*, p ■ passer, du prolon 

•l'iui'iil île la tangente, an point oi-i'iipé au lumps / pa 
'observateur, 

l'uur avoir uin 1 idiV de fa iriandeur respeel i v e de rr 
mis Irrnies. prenons drn\ trajectoires dans le vide 

."\„ = - t n. x = 4J°, d'oi'i X=a5l 9 .»m. T = ; a s. 

On Mira »\ec 

a = 17*9 cl li = (ii 7 i. 1,1,1 m. 








*Ç 


a'l\=ari„'[" 


tla'T 1 




Tiiijnl, \„- 11,00,11. 

Tl.JBri.SS 500,,,. 


'"'■ mMrM ' 


■ i.j — 


Ï5a nii'ln's. 
88 — 




(.)'>. Mouvement vertical d'un corps pesant 
iaus le vide — Nous ferons r l'abord l'application de 

iinuiles Irmnées dans le 5 pn'rrdeiil à quelques pin 
ilèmes concrets, \)\\\u' pari, en effet, les formules di 
ir à l'équaleur sont ;issi>z simples puni' quoi, puîss 
>irn sai^ii' 1';, 1 1 1 1 r* 1 générale du phénomène ; d'auln 
iail, leur déinonslralion ne pareil pas pouvoir donne 
-ii-i' ;m\ dilïirnllrs que |i.< ,as général pevil l'aile nallre 
l .liri'i'liuiis, ni pii'iniei' Heu, les propriétés du mou- 
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vcment vertical dans le vide, pour le cas particulier du 
tir à l'équateur. 

i° Faisons dans les formules du n° 94, 

,c = o, puisque, dans le cas du tir vertical sur la 
terre immobile, le projectile retombe à son point de 
départ et que son abscisse est toujours nulle. 

2 Supposons, soit jji = o, soit 4 u =— , ce qui 

revient à prendre pour axe des z soit l'équateur, soit 
le .méridien. L'une et l'autre hypothèse conduit d'ailleurs 
exactement aux mêmes formules, comme il est facile de 
le vérifier; on verrait aussi, aisément, qu'on peut laisser 
la valeur de ;j. quelconque et arriver aux mêmes équa- 
tions iinales. 

11 viendra (;jl = o; Taxe des z est l'équateur et le 
sens positif esl pris suivant la direction WE) : 

, Ha*/ 2 , , '/a** 

x =0, y = y-\ — , -' = — a/y — -^7-. 

96. Premier problème. — in corps pesant est 
lancâ verticalement de bas en haut avec une vitesse \ ; 
étudier sa trajectoire relative. 

y est la hauteur atteinte au temps / dans le cas de 
la terre immobile. On a donc : 

y = v »' - -£- .'/'* 

et, par suite, la trajectoire relative y' ,z' du mobile sera 
définie par les deux équations : 



1 , Ha 2 / 2 , ,., 

V = \ / at 1 H , z' = a/ 2 

2 ,7 2 

en fonction de la variable /. 



T * ~ V «] 



i56 



LA TERKE 



j y\ 



On voit que le mouvement suivant Taxe des y reste 
uniformément accéléré, mais avec une modification de 

la gravité qui devient (g — Ra 2 ) ; 
le projectile paraît ainsi plus 
léger du lait de la rotation 
diurne. 

Prenons d'abord les dérivées 
des deux coordonnées par rap- 
port au temps ; on a : 

,iy 




; Zénith 



&& s -¥° 




= V — 

dt 

dz' 



gt -h Ra 2 / ? 



'.i\. 



Puis, divisant membre h 
membre, il viendra : 



dz' 



\ -gl + Ra 2 / 
a/ [gt — a v ] 



Fis. ',(». 



i° Branche ascendante de la 
trajectoire. 

Le mobile part du point O 
a\ec la \ilessc V , tangen- 

tielleinent à la verticale 0/ (-— = oo pour/ = o); 

dy' 
il monte jusqu'à ce que sa vitesse verticale —j-s'annule, 

• • fi T 

ce qui arrive au temps 

Y 

s 



a h - 



Ra* 

il 
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ou, a cause de la petitesse du tenue devant l unité, 

au temps : J 

9 \ il 

domine, pour la terre immobile, on a T s = — -, on 

voit que le projectile arrivera au sommet de sa trajec- 
toire avec un retard 

lia- 

"^ * S * S * 

3 

La hauteur d'ascension Y£ sera donnée par l'équa- 
tion : 

V - V » _J_ Rai V " 

«.'/ .7 .7 

.. . / Ua" 
ou bien V. =. i , ( i -| 

' V .7 

■ 

\insi, Y augmentation de r altitude aura pour expres- 
sion : 

Aï s = J!5LY s , ou A^ s = — T* 

Il * 

La vitesse horizontale au sommet S 7 de la trajectoire 
sera : 

l « = aï, [r/T, — a\" J 

comme I = -- 

il \ tendra : 

l s = — .yaTJ ou AU, = — r/aïj 

(letle \ilcsse est donc dirigée vers les z' négatifs, 
c'est-à-dire vers l'Ouest. 
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D'ailleurs [abscisse 7J S ou AZ S du point culminant, qui 
est donné par l'équation : 



Z' s = - aTf 



-ï-fîs— V 







2 

devient : AZ S = ,7- </a,T;!. 

La déviation a lieu vers l'Ouest, AZ; étant négatif. 

2 Branche descendante de la trajectoire. 
Si on fait y' = o, on obtient, pour déterminer la 
durée totale de la chute, l'équation : 



2 2 

Posant T = T + AT = -^ + AT, 

oti aura un retard de la chute égal à 

Ra 2 
AT = — -T. 

il 

On vériiie que la vitesse verticale n'est pas changée 
cl est resiée — \ '. 7 , 

La vitesse horizontale —^- s'annule au point de chute, 
car on a : 

9 V Ha 2 T 

z /w = aT f 9 T — aVJ et T = -^- + 

r/ , y 

donc m w = Ka* r J - 

c'est-à-dire zéro au degré d'approximation admis (87). 
La déviation VJ ou AZ a pour expression 

AZ = — //aT 3 et, comme T = 2T S , 
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on voit que 

H AZ = 2A Z s . 

3° Résumé des formules . 



SOMMET DE LA TRAJECTOIRE 



POINT DE CULTE 



Retard 

Déviation (vers 
l'Ouest) 

\ugmentation de la 
hauteurd'ascension 

Vitesse horizontale 
Sers l'OuesO. . . 



AT. 



Ra J 

il 



AZ S =-~ </aT 



AY C = 



AL' = 



3 
_ Ra 2 T2 

* s 

2 

</aT! 



lia 2 
AT=— T. 

il 
AZ=— i-f/aT* 



» 



o 



4° Forme de la trajectoire. — La trajectoire relative 
d'un point lancé verticalement de bas en haut avec la 
vitesse V affecte ainsi, de l'origine O au point de chute P, 
la forme d'une sorte de demi-ellipse symétrique par 
rapport à la verticale du sommet. Après le passage 
en P, la trajectoire s'oriente vers Y Est et vient couper 
la verticale du point de départ en un point tel que 
z' = o, c'est-à-dire puisque 



*"' = a/J (t ,Jl ~ v °) 



au point où 



/ 



3V 
9 



Il en résulte, pour y', une valeur égale à 

Ra 2 



3 Y 



■( 



3 



ou sensiblement trois fois la hauteur du jet 
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Puis, la trajectoire s'éloigne de plus en plus à l'Est, 
tendant paraboliquement vers la direction Oz' , puisque 

—j-y tend vers zéro, pour t = oo . 
dz 

Exercice. — On rapportera la trajectoire à son axe de 
symétrie, en posant 



/'=/; :"=:'+ya-f; et /" = l — 
On trouve l'équation 

Le point double correspond à une durée du trajet 







\ 



^.f-(i+v/l) 



Ha a 



et se produit à une altitude égale ( à un terme en 

à \ 9 

X- 

V — — =— 2\ s . 

<J 

La tangcnlc au point double est telle que 



près 



dz' 



a\ 



1 



-4-V^ 



97. Deuxième problème. — Trajectoire relative 
(F un corps pesant lancé verticalement de nu r en bas, 
avec une vitesse V . 

i° La trajectoire est, dans ce cas, la branche PQ de la 
courbe établie précédemment. Comme P est le point 
de départ qu'on prendra pour origine des temps et des 
espaces il se produira une déviation à F Est dont l'ex- 
pression sera : 



a/ 2 



•3 V L + Y o 
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on fonction du temps /, le signe de V () étant changé 
en effet, puisque cette vitesse est dirigée vers le bas. 

On arrivera encore à cette formule en partant des 
relations du n° 96 et en transportant les axes au point P 
ce qui donne les formules : 

4 Vf. .. aV 






, a — 



3 

m 

> 7 



/; 



/ 



3 



z[ et /[ étant rapportés au point P. 

2° Si on fait V = o, c'est-à-dire si on abandonne le 
corps sans vitesse initiale, il viendra 



M 



3 ^ 



et y\ 



- .</< J + 



Ra 2 / 2 



Donc, si on se fixe la hauteur de chute y,', qui, dans 
la chute sur la terre immobile serait atteinte au bout 

d'un temps / tel que y[ = gl\ on aura, dans le 

cas du mouvement diurne, en posant / -f- A/, un retard, 

Ra 2 

A/ = t. 

' 2( J 
La déviation 1: vers l Est sera telle que 

A- - •/ a/1 



Dans ce cas, l'équation de la trajectoire est très facile 
a obtenir, car y[ se réduisant à 



1 r Ra 
— .'/'" I 1 



■j. 



il ■\ipiulra : 



/-' = 



(/2L 



4 
'3 



1 + 






(l'est une développée de parabole. 
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99. Deuxième application. Trajectoire para- 
bolique dans le mouvement relatif à la surface 
de la terre- — Soil le tir effectué dans Pazimut jjl. 

Exprimons les coordonnées ,r et y de la trajectoire 

dans le vide plan jjl de projection' en fonction du 

temps /. 

On a 

1 



x = V /cos a, 



y .-= \ /sin a 



<jl-, 



V étant la vitesse initiale et a l'angle de projection. 

On aura ainsi, au temps /, pour les équations du 
mouvement relatif : 

x ! = V / cos a — aV l 1 sin a sin jji -j- — </a/ 3 sin a 

Ra 2 / 2 



1 

2 



y 7 = V / sin a yl 1 -+- aY / 2 cos a sin ;jl -+- 



r 



/// 



y = a/- cos »ji J -fr — N « sin a 

1 I ,i ° 



i° Projection de la trajectoire sur un plan vertical 
normal au plan de tir. — C'est la relation entre y' et r\ 

On voit que le mouvement y' sui\anl la verticale est 
uniformément accéléré, mais en supposant une gra- 
\jte 



a\ 



7 =7 1 
* L 



lia 2 ' 



— cos a sin |jl 



il il J 

La forme de la combe est tout à fait analogue à 
celle Iromée pour le tir \ rit ical et)()î, mais la vitesse 
\ u est remplacée par une \ilesse \ ft sin a, \itesse verti- 
cale, et (l'autre paît le terme Ha 2 est remplacé par : 



Ra 2 



aV 



„ cos a sin <x 
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\j augmentation de la hauteur d'ascension AY S sera 
donnée par la formule 



A\ 



Ra 2 



^aA ..cosa sin u _. 

— \ ' 

1 S 1 



il 



elle est maximum pour ;jl = — , tir dans le plan de 

réqualeur vers l'Est cl minimum |)our jjl =3 —, tir dans 
le plan de Téqualeur \crs TOuest. 
La déviation au point de chute, où 



ry a\ sin a 



.'/ 



a pour valeur 



AZ — .- f/a r P cos 'jl. 

Taïil que cos -jl sera positif, cesl-à- 
dire dans l'hémisphère "Nord, la dévia- 
tion aura lieu vers l'Ouest "«niche du 
plan de projection . 

Kilo aura lieu vers I7i,s*/ (juand le 
tir sera dirigé dans l'hémisphère Sud Fi£. ',;. 

droite du plan de projection). 

Pour le tir dans le plan du méridien : 




•jl - - o. 



AZ 



-r/a'P 



maximum 



Pour le tir dans le plan de l'équateur, •/. =^ — , 

AZ = o. 



La trajectoire perce le plan vertical de projection 



au boni d'un temps T = 3 — - sinn, temps qui 
irspiiiid à mi abaissai nen I. iiii-ilc^snus du plan horizon- 
lal du tir scu.iihlouicnt f'jjral .'i Irois fois l'ordonnée < 
somme! tïe la trajeeloire. 

La durée du trajel au point de chute sera augmente" 



4T=I 

9 



Ra s - 



■<a\ G06 



,. ™ ,»] 



quantité qui scia positive ou négative suivant 1rs c 
Cette quantité ne peu! s'annuler que pour les valeurs l 
sîii a négatives, c'est-j 
pour ij, compris entre - a 
snil pour un tîr dirigé toi 

l'Ouest. On aura con ■ cmi- 

dilion de l'annulation de AT I; 
formule 

lia 




aYjCostt' 

c'est-à-dire qu'il l'aul que la vitesse de translation < 
globe à l'équateur Ha snil inférieure au double do 1 
vitesse horizontale verticale. Si donc on a Ra<aV < 
deux angles u. ci tu — o. répondent à la question ■ dan 
la région située entre ces angles, AT sera négatif. 

Môme discussion Cl mèiiH's cnndiisîoiis pour AT 
ol AY,. 

a" Projection horizontale de la trajectoire. — C'est I. 
relation entre x' cl .-'. On aura, avec l'approximation 
.i<lnii-'\ IViqnalion de celle projection horizontale i 
remplaçant i par - ' - - . 
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Il vient ainsi la courbe du 3 e degré : 



, „ a cos tu 

"r — — /yi'- * 

Vgcos a 



Tv V sina 

o V„cosa 



l_~ ' 



ci) Pour discuter cette courbe formons la dérivée 
dz' 



a cos a . 

dx 1 \'q cos a 

et la dérivée seconde 



^-r~ 2 V„ sin a 

V rt cosa 



1- ' 



dz" 



a cos a 



dx fi \'i cos a 

6) La courbe coupe le 

plan de projection en un 

point dont l'abscisse ON 

3 
est les — de la portée X. 

2 

La tangente à la courbe 
est parallèle au plan de 
projection à l'origine et 
au point de chute X. 

Le point d'inflexion 
correspond à une valeur 

2 



U X AT ' 

^ Yy sin a 

L _V cosa 




Pour 



Fig- 4<). 



X = X = 



A l sin 2 a 



!/ 



on trouve 



AZ = — 4-- 



4 1 „ sin a 



!/" 



a cos jjl. , 
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OU 



AZ = — </a T 3 cos u,, 



Exercices. — \° On tire dans tous les azimuts \l sur un but B 
placé au centre du cercle sur lequel se trouvent répartis une 
infinité de canons identiques. Quelle est la courbe des points 

de chute ? 
Nord O étant la déviation maximum 



Ouest 




Q=-fa 



4 VJ sin 3 a 



9' 



Sud 



Fijr. ">o. 



dans le plan du méridien, on a, 
pour un azimut 'quelconque : 

AZ = Q cos im- 



posant AZ = p, il viendra le cercle x 1 -j- j 2 = Qx. 

i — — ty ouf 

r , si n y. a 



i° Dans le tir dans un azimut jx, on a AZ = q sut* ol ; cons- 



truire la courbe des portées X = VJ 



en jonction des AZ. 



Le maximum de AZ a lieu pour le tir vertical a = — . 



3" Projection verticale de la trajectoire sur le plan de 
tir. — C/cst la relation entre y' et x' qui résultera de 
l'élimination de / entre les deux: équations : 

x = \ t cos a — a\ u l 1 sin a sin jjl + — r/a / 3 sin u. 



:j 



RaV 



y' r - V ., / sin a f// 2 -f- aV„ / 2 cos a sin »jl -I 

Pour opérer celte élimination, on remarquera que 
dans tous les termes qui renferment la vitesse de rota- 

lion a du frlobe, on pourra remplacer / par 



\ cos a " 
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d'après les conventions faites sur les quantités à 
négliger. 

On tirera alors 

' = rr 1— 8»J? " 

V A cosa L J 

o 

de la première et on portera cette valeur dans la 
seconde : 

/ = V /sina — — gtr-\-a,x t2 [ ] 

Après réduction des termes semblables, il viendra, 
pour l'équation de la trajectoire, la courbe du quatrième 
degré qui suit : 



y = «/:' tg a 



(JX 



11 



a\« cos"a 



Y n sinu Ma 2 8 . ,//sina 2 . qx' 1 

- sa l [_ asm 4 u ^ 3 asin u -=f — — 

tj cosa (j S i \ cos-a .> k V„cos ,, a_ 

En égalant à l'unité le crochet du 2 e membre, on 
aurait les points d'intersection de la trajectoire sur la 
terre immobile et sur la terre en repos. 

Si on fait y' — o, on trouve le point de chute défini 
par l'équation : 

VjjsiiiMa r Ha 2 _V () sin;j/ 4.r..j..M 



ia- \ smu / 4 . , \ 

ij (j cos a \ ô J 



<J L il !J cos a \ 3 / J 

et par suite, Yauymenlntion tic portée AX, due à la 
rotation de la terre, sera exprimée par la formule : 



A\ a 



Ha + y. \ — — 1 — - sur a 



X q i-o CQS a y |j 

D'après cela, on voit que AX ne pourra être nul que dan: 

BALISTIQLE. II. Il) 
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deux cas (conditions nécessaires, niais non suffisantes). 
Si sin jjl > o, c'est-à-dire si le lir a lieu dans un azi- 
mut tourné vers l'Est, -il faudra que 

sin~a> -- . 

4 

» 

Si sin |jl < o, c'est-à-dire si le lir a jieu vers l'Ouest, 
il faudra que 

• • ^ 3 

si 11- a < — • 

4 

4" Répartition tics écarts. — (Considérons une escadre 
rangée en cercle autour du but H, et tous les navires 
tirant arec la même hausse (a constant) convenant exac- 
tement à la distance du but X sur la terre immobile . 
Quelle va être la répartition des points de chute ? 

Tout d'abord, il v aura une erreur constante 

Ha 2 \ 

AX, = (lui alTceicra lous les coups: elle tient, 

il 
comme on sait, au transport parallèle, des axes à la 

position actuelle de l'observateur (94, 3°). Tous les 

coups seront donc trop In/ujs et répartis, de ce fait, sur 

un cercle concentrique au premier. 

V celle erreur constante s'ajoute une erreur variable 

a\ec l'azimut. 

:>A aX / 4 - ^ . 
A\ , — - 1 — sur a sm »jl. 

(j eus a \ ,) J ' 

Elle est nulle pour le tir sui\anl le méridien, maxi- 
mum pour le lir sui\aul l'équatcur et ebange de 
signe au passade du méridien ; suivant le signe de 

11 — siiraj, AX, est positif ou négatif. Si Ter- 
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reur \\ 2 existait seule, la lieu des points de chute se 
eom poserait de deux c irconférences 

-c 2 + / = ± Ky, 
êpales el [an yen les au méridien. 

f/ard 





""""■« 




rrîi E3 


"•"** V V 


/ 7 




.V: -ftiatdtikik&R 



Km ajoutant l'eneui' variable Bl) à l'erreur constante 
B\, on obtient le point [ qui décrit le lieu îles points 
./.• rkiilc. Ce lieu est un ttmuçon île Pturnl d'équa lion 

p =«-(- ft sin ;j.. 
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Suivant la grandeur relative des deux erreurs cons- 
tante et variable, on aura une des deux formes I et II, 
de courbes ci-contre. 

La courbe en traits interrompus (forme II), est la 
combinaison de l'écart en portée et de l'écart en direc- 
tion trouvé plus haut (2 e exercice). On voit que le but 
ne sera atteint pour aucun azimut du tir. 

La durée du trajet sera modifiée. On aura en effet : 

V si n a g[T + AT) -+- aV (J T cos a sin a -\ T = o 

Il viendra ainsi, en taisant T = — - sin a : 

y 



AT 2a 



1 3 



v , Ra 

V cos a sin ]x -) 



L'erreur se composera encore d'un terme constant et 
d'un terme variable. 

Enfin Y angle de chute et la vitesse restante seront un 
peu modifiés. Ces corrections seraient d'ailleurs aisées à 
calculer, puisqu'on a ./;' et y' en fonction de t et y f en 
fonction de x' . 

Le maximum (Terreur AX pour un lir dans le plan 
d'azimut [x ne correspond pas à la portée maximum, 
mais à l'angle qui rend : 

d\\ 



rfa 



o. 



100. Applications numériques. — Cas du tir dans 

le Aide (lir courbe à faible vitesse). 
Fftrmules du point de chute. 

\'l sin -X7. -A () sin a 
\ =■ ; J = 
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Ra 2 . aV aX 



A\ = A\ 1 -4-AV i = Y-j- i — 7S111- 

Correetions l cos a V * 

dues à la 1 . r 




AZ- 



\i! sin H a 



rolaliitft 1 " 



= - T a 



COS {JL. 



' AT = AT, + AT,= — T + — aTV cos a sin ji. 

\ " .7 



12 7 X) 111., 



T = «2() s ,58 



\+TO? 



Wjm 



Exemple uumérujue . 

\ o •= >00 111., 7. = l 1°, V = 

ooir les calculs à la pa^ r e sui\ante). 

On voit, sur cet exemple, <|uc la correction en portée de 
la trajectoire du vide (a — i:i°, Y = *joo ui ) est loin d'être 
insignifiante et (pie le mouve- 
ment diurne a une action dont il 
faut sa\oir tenir compte. 

On rappelle cpie les deux cor-. 

rodions de la trajectoire propre- 

1 • 1 « 1 • • 1 

mont dite, (tues a la \arialion de 

la gravité avec l'altitude et à la 
convergence des verticales se com- 
pensent exactement au point de Jm^. .VJ. 
chute dans le >ido (78). 

M v aura donc lieu seulement, si on veut comparer la 
portée expérimentale à la portée théorique de la trajectoire 
ci-dessus, de faire la correction duo à la courbure delà terre 
dont la formule a été donnée au n° 82, et qui est : 

Y* 




t/Û7 



AY = 



On trouve ici 



•j. 



W 



cotp X 



AV = + 7.VV, 



i" 1 . Exercices. — i° D'un point do l'équa tour, on lance 
horizontalement un projectile dans l'azimut u . Quelle 
vitesse initiale doit-il avoir pour qu'il déerho une circonfé- 
rence autour de la terre, en tenant compte de la rotation 
de celle-ci ? Discuter sa trajectoire apparente comme au 
n° <) 1 . 
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\ 



i64 



LA TEUIIE 



99. Deuxième application. Trajectoire para- 
bolique dans le mouvement relatif à, la surface 
de la terre. — Soit le lir effectué dans l'azimut jjl. 

Exprimons les coordonnées x et y de la trajectoire 
dans le vide 'plan «j. de projection; en fonction du 
temps /. 

On a 

,/: = V / cos a, y = V / sin a <jl\ 



V étant la vitesse initiale et a l'angle de projection. 

On aura ainsi, au temps /, pour les équations du 
mouvement relatif : 

x' = V / cos a — a\ y (r sin a sin jji -f- — </a/ 3 sin a 

1 „ . Ra 2 / 2 

y = \ / sin a (jl 1 -f- a\ / 2 cos a sin ;jl H 

z = a/- cos 'jl j ~- — V sin a 

k L <> 

i ,J Projection de In trajectoire sur un plan vertical 
normal au plan de tir. — C'est la relation entre y' et z\ 

On voit que le mouvement y' suivant la verticale est 
uniformément accéléré, mais en supposant une gra- 
vile 

>a\ „ Ra-n 

1 cos a sin u. 

il % .7 J 



.7 =.'/ 



La forme de la courbe e>! tout à fait analogue à 
celle Irouu'e pour le lir \erlical (()()), mais la vitesse 
\ tl est remplacée par une \ilesse \ n sin a, Altesse verti- 
cale 4 , el d'autre pari le terme Ha" est remplacé par : 



Ra- 



') 



aY 



M cos a sin V.. 
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L'augmentation de la hauteur (F ascension AY S sera 
donnée par la formule 

Ha 2 -\- aa\ cos a sin a 

■A 1 K ' "~™ "~ _ " ~ ~ ~ ~ ~~^~ ~~ 1 o , 

.7 ■ 

<*Ilc» osl maximum pour a = — , lir dans le plan do 

l'équateur vers l'Estel minimum pour ;jl =3 -, lir clans 
le plan de l'équalour a ers l'Ouest. 
La déviation au point de chu le, où 



I 



a pour valeur 
AZ - 



a\ sin a 

il 



— r </aT :> ' ros »jl. 



Tant (pie eos >x sera positif, e'osl-à- 
<liro dans l'hémisphère Nord, la dévia- 
lion aura lieu \ers l'Ouest gauche du 
plan de projection . 

Kilo aura lieu \ors Y lût cpiand le 
lir sera dirigé dans riiémisplière Sud Fijï. {;. 

droite du |)lan de projection . 

Pour le lir dans le plan du méridien : 




•Jl :~ : o. 



AZ 



-- ya I 



uia\imum 



Pour le lir dans le plan de 1 Yqualour, ;a 

AZ = o. 



•j. 



La trajectoire perce le plan \erlical de |>rojeclion 
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Ec plan de projection est le plan xOy dont la Irace 
sur le plan horizontal T ln OT p est la droite Ox ; le plan 
de projection .rOv est défini par l'azimut à a, angle de 
Ox avec le méridien ()T m du lieu considéré (angle ï m 0.r) . 

Soit encore, dans le plan horizontal, une droite Or per- 
pendiculaire à ox. 

Tel est le système (0,xy:) auquel nous allons rappor- 
ter le mouvement du projectile. 

Par le centre C de la terre, menons une perpendicu- 
laire CBau rayon OC dans le plan du -méridien. Si on 
représente par un vecteur C\ la rotation diurne du 
globe terrestre autour de la ligne \.-S., cette rotation 
pourra se décomposer en deux rotations dirigées Tune /• 
suivant CO, l'autre /\, sui\ant OB. 

Or, relativement à la rotation r { autour du rayon CO, 
le tir exécuté en se trouve dans les mêmes conditions 
que le tir exécuté au pôle par rapport à la \ cri table 
rotation de la terre. Et relativement à*la rotation /\, au- 
tour de CB, le tir se trouve exécuté enO dans les mêmes 
conditions qu'à l'équateur dans un angle azimulal y.. 

On saura donc calculer les effets de la rotation de la 
terre sur le projectile lancé du point (), par les formules 
qui ont été établies au % 12 et qu'on ajoutera, en tenant 
compte du changement de la valeur des rotations qui \ 
figurent. 

Mais il faudra, en outre, tenir compte d'une circons- 
tance particulière, conséquence du raisonnement qui 
vient d'être fait. 

io3. Position du point t_) après les deux rota- 
tions. — Ea décomposition de la vitesse de rotation 
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diurne en deux composantes donne évidemment deux 
axes de rotation instantanée, et si on voulait suivre le 
mouvement réel du point O tout autour de son paral- 
lèle PO, les deux axes instantanés i\ et r 2 changeraient 
à chaque instant. 

Gela revient à dire, comme on le sait, qu'on doit 
adjoindre aux deux rotations i\ et r 2 une translation 
pour ramener le point O à sa position réelle 00' == a7 
sur le parallèle PO. 

La rotation r t autour du rayon CO ne déplace pas le 
point La rotation /\, déplace le point O sur un grand 
cercle perpendiculaire au méridien, passant par le 
rayon CO et langent au parallèle en 0. Le point O se 
sera déplacé sur ce grand cercle d'une certaine quan- 
tité 00" au boni du temps /. 

Il faudra donc calculer le déplacement /; 0' à (aire 
subir aux axes des coordonnées pour les ramener de O" 
à la véritable position O' de l'observateur. 

104. Calcul des effets des deux rotations élé- 
mentaires- — On a, a étant, par définition, la rota- 
tion G\ autour de Taxe de la terre, 

Rotation i\ suivant OC : /*, = a sinX 
— r, — C \ : r 2 = a cosX. 

Holation r r — En n'ayant égard qu'à cette rotation 
autour de (X), les choses se passeront comme si le tir 
avait lieu au pôle et comme si la vitesse de rotation de 
la terre était devenue égale à a sin X. Donc, pour a\oir 
l'edet de celle rotation, il suffit dans les équations du 
il" i)0, de mettre a sin A à la place de a. 
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tT p ïn ~i désignant les positions de x, y, z, après cette 
rotation on aura : 

x x = x, y i = y, r x = &tx sinX. 

Rotation i\. — Pour avoir les valeurs # 2 , y s , r., de 
#,, r A , ^, après Ja rotation /" 2 , il suffit de remplacer dans 
les formules du n" 94 (tir à l'équateur dans une direc- 
tion quelconque) la vitesse a par sa ^aleur réduite 
a cos A. 11 viendra donc: 

./•., = ;r 1 — a/ ( y -|- -4-.-) cos X sin jjl 

y, = y. + a/x cos A sin »j. H art 2 cos 2 A 

r 2 = j 4 — a£ (y -f -^t- J cos X cos jjl. 

Somme des deux rotations. — En remplaçant alors 
./•j, y x , c n par leurs valeurs, il viendra les formules sui- 
\anles : 

./•., = ./• — a/ | y -f- -^rr-) <-*os a sm '«*• 



y„ = y -j- a/./; cos a s 'm »j. H a 2 / 2 cos 2 A 

'II 2 \ 
2lIj: si ii À — a/ ( y + -^-r- J << () * À cos y.. 



km. Déplacement de l'origine — Kcportons- 

nous à la figure du n° 102 (pie nous re|)résenlerons ci- 
dessous en adoptant le plan du méridien du lieu du tir 
comme plan du dessin. \près les deu\ rotations, l'ori 
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«fine est venue sur un «francl cercle tangent en au 
parallèle, au point O" tel que 

arc ( )( )'' = l\a/ cos a 



a cos a étant la composante de la rotation /*.,) 

Mais, dans le mouvement réel, 
l'observateur est venu en ()' sur le* 
parallèle, en un point tel (pie 

()() '= Ra/ cos A. 



Mord 




Il s'agit de ramener O 7 en ()' par le 
calcul d'une correction appropriée. 



Fig. ;V>. 



i" Hennissons le pôle \ au\ trois j>oints ()( )'()". On 
«i, dans la sphère de ra\on î : 

NO = M > ' =-- — a ; ()()' = 00'' = a/ cos A; 

ONO' = a/. 
Le triangle sphérique NOO 7 rectangle en O, donne : 
cos NO" .-= cos NO cos 00 '' = sin X cos [a,l cos a) 



et 
sin ONO" 



sin (X)' 1 
sin M)" 



• / 



si n v a/ cos a 



[foù : 



cos ONO 7 



y i — siir A cos 2 . a/ cos a} 
cos A cos a/ cos A 



Y i — sur A cos" a/ cos A 



Mais 



O'NO' = ONO' — ONO'' = a/ — ONO 7 . 
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Formons le cosinus de cet angle Ô^jNO'. 
On aura : 

cos 0".\0' = cos a/ cos OM)" + sin a/ sin ONO" 

cos a cos a/ cos fa/ cos X) -f- sin a/ sin (a/ cos a) 
y i — sin 2 X cos- (a/ cos a) 

2° Dans le triangle sphérique NO^O', on connaît 

maintenant deux cotés NO' = X et NO" tel que 

cos .\0" = sin A cos (a/ cos a) 

et l'angle compris 0"N0'. On aura pour le 3 e côté O'O", 
la formule : 

cos 0'0 // = cos NO" cos \0'+ sin NO" sin NO' cos 6"NO' 

c'est-à-dire : 

cos / // = sin 2 ), cos (a/ cos a) + cos J X cos a/ cos (a/cosX) 

+ cos A sin a/ sin (a/ cos X) . 

Développant suivant les puissances de a/, il viendra : 

a ' / * 

cos O'O" == i q — sin 2 X cos 2 X -| 

o 



ou, puisque cos ./; = i 



X' 



a 2 / 2 
O'O" — — — sin X cos X 



2 



Sur la sphère de ravon 1\, la distance 0" cherchée 

sera ainsi : 



Ka 2 / 2 



2 



sin A cos A, 



ou bien 



Ra 2 / 2 . 



sin 2 A. 
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,'{ u D'autre pari, l'angle 0'0"N, s'obtient par la for- 
mule : 

/\ ^\ m*n NO' 

sm 00" N = sin O'NO" . ™ . 

sin OU' 



s 



En substituant Jes valeurs de Ô'NÔ 7 , de NO' et de 
O'O" ci-dessus et en développant suivant les puissance 
de a/, on trouve : 

a/ sin a + ••• 



sin 0'0"\ 



3 



JP 






U* ."■ 



4" Figurons main tenant le plan N 

tangent à la sphère en ()'; c'est la 
position actuelle du plan de projec- 
tion où l'axe des x fait l'azimut jji 
uaco le méridien OV Le petit arc 
O'O" est dans ce plan et on a : 

l\a-/ 2 . - ^ <> 

= — ; — sm XL ; YO'O' = --- a/ sin A. 




r 






O'O 



// 



3 



\ l'aide de cos valeurs, ou Iroiive que les coordon- 
nées du point () par rapport aux axes passant par le 
jkhiiI ()" sont, au de<rré d'approximation voulu : 

Miixanl O.c : 

O't) = ( )'( )" «iis (' = 0< )" cos (ji— 1 a/sin À) 



3 



Mii\anl (); : 



l\a-/ 2 



cos a sin :>.A 



( )"0 ^ ( )'()" sin / .- ( )'(>" sin [h—tç a/sin). 

Ha'/' . 



4 



sin |i. sm 2A. 



UALIsTlot i;. — il 



1 1 
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5° En transportant l'origine du point 0" au point 0\ 
les formules données précédemment (104), deviendront : 

t ( <}L l \ . . Ra 2 / 2 . _ 
x = x — a/ ( y + ~r- cos A sm a — sin 2 A cos a 

y' = y -f- a/x cos A sin y. -| a 2 / 2 cos 2 "k 

z' = a/x sin a — a/ ( y -f- -^— J cos A cos jjl 

Ra 2 / 2 ... 

— ; — sm 2A sm il. 

4 

Telles sont les formules générales que nous nous 
proposions d'établir. 

Remarque. — 11 est clair que pour passer des axes 
en ,f aux axes en 0', il n'y a pas lieu de faire une 
rotation de ces axes, puisque une rotation d'un arc B.t 
introduit des termes en a 2 / 2 et qu'ici l'arc O'O" est déjà 
de l'ordre de a 2 / 2 . 

106. Résumé — En désignant par Ax, Ay et Ac 
les Aarialions produites sur les coordonnées de la trajec- 
toire, relativement au plan de projection par la rotation 
de la lerre, on aura : 



/ , r// 2 \ . . Ra 2 / 2 . . 
Ax — — a/ y -f- ■—- cos A sm m — sin 2 A cos a 

V <> / 4 

A y = a/x cos a sin jjl -| a" 2 / 2 cos 2 a 

A: = a/x sin À — a/lj +-4^~ ) cos À cos a 



6 



Ra 2 / 2 . . . 

— - — sin 2 A sm u. 

4 
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i 

De ces trois formules on déduit l'équation : 

Aa? cos [A cos a + Ay sin a — Az sin jjl cos a = o 

Or, les coefficients de A#, Ay et Ac: sont les cosinus 
des angles que Taxe de la terre fait avec les axes des #, 
y et z. Il s'ensuit donc que la somme des projections, 
sur Taxe des pôles, des variations produites par la rota- 
tion de la terre est nulle ; ce qui fait voir que la rota- 
tion 'de la terre n'augmente ni ne diminue la distance 
du projectile pendant toute la durée de son mouve- 
ment au plan du parallèle passant par le point de 
départ. 

Ce résultat pouvait être facilement prévu ; en effet 
la rotation de la terre ne peut évidemment engendrer 
que des vitesses et des forces normales à l'axe de rota- 
tion, lesquelles ne peuvent ni augmenter ni diminuer la 
distance qui sépare à chaque instant le projectile du 
plan de l'équateur. 

§ 5. — Applications des formules 

générales 



107. Tir vertical. — Prenant comme au n° 90, 
jx = o (axe des x dirigé vers le N) et remarquant qu'on 
doit faire dans les formules du n° io5 

j5 = o, et y = \ it t—± g t\ 



on aura : 



lia 2 / 2 . . 

x = : — sm a A 
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V = 



V 



— - (il- -\ a-/- cos- a 



r' = a/ 2 cos a 



T9 l — Y o 



Les deux: dernières formules donnant y' et z' sont les 
mômes que celles du n° 96 au remplacement près de a par 
a cos ), . 

Les conséquences sur la forme de la trajectoire seront 
les mêmes. 

On aura par exemple : i° dans le cas du ///• de bas 
en haut avec retour au sol, un retard 

AT — — a 2 T cos 2 À 
• !/ 

cl une déviation vers l'Ouest. 



AZ 



—r q&i COS A. 
6 * 



2" Dans le cas de la chute libre sans vitesse initiale, 
une déviation vers l Est. 



AZ 






COS A. 



j° .Mais on aura, en plus, d'après la première équa- 
tion, une déviation vers le Sud : 



A\ 



lia-/ 2 . . 
sui :>A, 



4 



an^si bien dans Je lir de bas en haut que dans la chute 
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libre sans Mlesse initiale. Cette déviation s'annule au 
pôle et à l'équatcur. 

On aura, par exemple, clans le cas de la chute libre 
sans vitesse initiale : 

A\ iiRa sin), sinX 

~ÂZ~ = ^T == 7 ^— f~' 

On voit que AX et AZ sont de grandeur comparable, 
A\ étant supérieur pour les faibles valeurs de T, puis 
étant dépassé par AZ. 
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109. Trajectoire parabolique. — On aura, pour 
les équations de la trajectoire : 

x'= V /cosa — aV / 2 sinacosXsin[jL-|-— fjfa/ 3 sin;jicos)v 

Ra 2 / 2 

; — sin 2X cos »jl 

4 

y' = \J sin a qt 2 -4- a V J 2 cos a cos X sin u. 



R 



•) .-> 



-> ^. 



+ *m. '> Ê'' '1 \ 

— a-/- cos- a 
2 



.v 



z' = a,V / 2 cos a sin X -f- a/ 2 1 -^ V sin a ) cos X cos il 



Ha 2 / 2 . . . 
— ; — sin 2A sin u. 



On pourra discuter la (orme des trois projections de 
la trajectoire par une méthode analogue à celle du 
n° ()(). Cherchons seulement ici les écarts en direction 
et en portée au point de chute. 

i° On aura : 



AZ = 



4 a» Vf, si ira 

* 



\ A 1 cos a si 11 X 



1 . 

tt sin a cos A cos a 

Il . . . 



— a sin 2 A sin »jl 



4 



! Vérifier cpie cette formule se réduit bien auv for- 
mules simples du pôle pour X ^= 90^ et de l'équa- 

leur pour X -^ o f(H)\ '■ 

Dans l'hémisphère Nord, la déviation a lécpialeur est. 
à \ Ouest; au pôle elle est à droite de la trajectoire, 
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c'est-à-dire que pour un azimut donne, AZ s'annule 
pour une certaine valeur de la latitude X. 

Dans le tir suivant le méridien (jjl = o) le terme 
eh II disparaît. 

Dans le tir suivant le parallèle (;* = — ) c'est au 

contraire le terme négatif de la parenthèse qui disparait; 
AZ est toujours positif, c'est-à-dire vers le Sud. 

2 Pour les écarts en portée, on écrira, au point de 
chute, les équations de la trajectoire 
sous la forme : at*£\ 

x' = X + a/*A 
/ = o + a* 2 B. 




Fig. 57. 



et par suite A\ = a/ 2 (A -f- B colga) 
On aura ainsi : 



AX = aT 2 cos a 



V sin jjli 



cos" a 
sin a 



3 



sin a 



+ 



Ra 



2 



(cos A col g o, — sin ), cos \x\ 



i / 



qui se réduit bien, pour X = o, à la formule trouvée pré- 
cédemment (99,3°). 
On posera encore : 

A\ = AX, + AX 2 + A\ :1 

a\ec : 

Ha 2 \ 

A\ 1 = cos" A 



AX,= 



il 
aV„ a\ 



4 



— - cos Ali T sur a sin a 

tj cos a \ S J 



1 1 
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Ra 2 



AX S 



-TT- V» sin 2 a cos a sin 2),, 



Los deu\ termes AX £ et AX 2 sont les mêmes que 
dans le cas du tir à l'équatcur, au remplacement près -de 
la vitesse a par la vitesse a cos A. Le terme AX 3 s'an- 
nule au pôle et à l'équateur à cause du facteur sin2A. 

110. Exemple numérique. — Comme au n° 100. 

V = 5oo m. , a = 1 5°, ). = -—. 

4 

i° Calcul de AX. 

AX = AXi + AX 2 -f AX 3 
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•2° Calcul de AZ. 

AZ = AZ X + Mi + AZ 3 

/ -y» 
AZi = - — r* a si n ^ s i n2 a cos *• 

3 V 2 
AZ 2 == ■ 7- a cos ^ sin 3 a cos ji. 

■ %j 

Ra 2 

AZ 3 = VJ sin '27, sin 2 a sin y.. 
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On voii que 1h Iitiih' l'A, <|ni provient, comme on a 

(le l'abaissement île l'origine cl qui r-cn l'crnic le ra\on !■ 
restre H est presque toujours lu plus considérable : 
s'annule au pôle cl à l'éqnâteur. 



i" Donner les ïonmiles faisant colin, 
i point de chute Je In trajectoire dai 



AT, AU», 
vide. 

u° Calculer les corrections du sommet de In trnjeHniïi 

> Quel est l'angle de projection doi 
lion A\ maximum:' 



- L'angle a est tel que 



Ca 



ni. Modifications de la théorie dans le < 
du tir dans l'atmosphère — Dans I cinblissemcni 
.les formules précédentes, on n nclniis l'bvpotlièse i 
lit' dans te vide à deux endroits : 

i" Quand on a supposé que In déviation latérale 
produite par Inll-radion oblique, n'étail pas influencé 
par ta résistance de l'air (j'.'..rvy : 

a" Quand on n supposé, de même, que In pi 
verticale île In trajectoire (;)3; n'était pas influent 
par la résistance de l'aie ilnus le calcul de l'effet t 
traction oblique 

Les trois autres corrections qui enlrcnl dans les 1 
mules ei qui tiennent soil n In rotation des axes mj 
soit n In translation dr Fnrii/ine ii»4), soil enfin i 
transport \ final des iwkï, du jrrand cercle nu parallèle i 
l'observa triti ioj .sont exaetemeiil les mêmes dans 
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I 9 > 



vide et dans l'air. Ce sont, en effet, des corrections 
purement géométriques. 

Nous nous proposons ici d'indiquer comment on 
pourra traiter le problème pour le cas du tir de plein 
fouet en introduisant l'action de la résistance de l'air. 

112. Déviation latérale- — La force qui produit 
la déviation latérale (92) est — </a/ et on a écrit, dans 
le vide, pour la déviation r Â , l'équation différentielle : 

d 2 z 



m 1 = (J&L 

Soit, dans l'air, la courbe des z L en fonc- 
tion de l'abscisse x et soit y\ l'angle qu'elle 
forme avec Taxe des x. 

La résistance de l'air qui est langentielle 
aura une composante cFcos 7 sin yj, de sens opposé à — 
^/a/, de sorte que, dans le tir de plein fouet (t = o), on 
écrira, vu la petitesse de tj et en changeant les signes : 




d 2 z 



r- = -h g&l — cF sin r 4 . 



dt 



Mais on a : 

,, , d 2 z. dr t dx , d 2 x 

v d ou — v-7 1 = — - — t- -\- r, 



dz L = r k d. 



dt 2 



dt dt 



dt 2 



el comme 



dx dx 2 ,, 

— //, el —777- = — cv , 



dt dr 

il viendra : 

dr t = .•/ — df d'où r, = (iSL / — dt 

'' ./u U 



u 
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z. = (fSL I dx I — dt. 

1 J Jo Ju U 



Ces intégrations se feront par l'introduction de fo ne- 
lions balistiques spéciales. On a : 

. 1 udu 
dx = 



i = lzi5. 



. 1 du 



c 
Donc : 



c F 



? » 



F - 



7a /•« , du (isl , . <7a /•«* //« 

i*F 



ya r/a /•* du 

:— ^ So |A-A -J (D-D )J+^^ w 

Il suffirai l donc de posséder une table de la seule 
fonction balistique nouvelle : 



r» du r 
X uV J 



du 
u¥ 



pour pouvoir résoudre le problème. 

exercices. — i° Appliquer ces formules au cas de 
V(v) = \\ n v u et donner l'expression complète de z ï . 

•i° Dans le cas général, on aura une valeur approximative 
de z { en opérant comme il suit : dans r, remplacer /pare/ et 
le faire sortir du signe f ; on a 



Yi 



diiis 



/'* u (Il U /* u du SiU 

t.. Un %,' Un 



a/3 / mUi udu\ a/s 

— ;:r IJ-K--JO-K-' 1 ---— t 



A— A„— J„(D— D„)] 
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Vu point de chute, on a 

t = T et x \% a = -i [A — A — J (D — D )j 

il Rendra 

r /j i = eaTX tg a. 

Déterminons s de manière que, dans le cas du vide, on ait 

T* 1 

Z!=|/a y ; on trouve e = — cl par suite 

Z^yTXlga 

i i.'J. Correction de l'attraction oblique dans le 
plan de projection. — La composante de l'attraction 
oblique étant — </a/, les équations du mouvement dans 
l'air seront, dans le cas général : 

d'JC 
-j^T = C'F COS 7 (JSiL 

dt- •' 

_l = _ cbsInT _,, 

■ 

On opérera, pour la transformation de ces équations, 
exactement par la méthode suivie pour l'étude de la 
correction due à l'obliquité de l'attraction sur la trajec- 
toire elle-même '78. a" V 

Seulement ici, le terme </a/ remplacera le terme - .^— 
des équations du n" 78. 

On aura ainsi, dans le cas du ///• de plein fouet, et 
a\ec la même approximation : 

fh (i ( (i \ du , 1 / a \ Y 

— -=- 1 — ^a/) — ; <ix— — i-4 a n-r 

cns-T ç\ cr «r c\ cv / udu 

. 1 / 7 \ du . 1 / '/ \ udu 

'""7 ( , -rP a/ JT ; ^=--(— i a ')'^F 
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g g 

On remplacera dans ces formules t par - et 

l'intégral ion en sera facile moyennant l'introduction de 
nouvel I es fonctions balistiques. 

Ainsi, l'hodograplie exigerait l'introduction des inté- 
grales : 

'" u du r du 



r nu r 



Jv u¥' • J v uP 2 

etc. 

Pour les calculs pratiques, on opérera comme au n° 78, 
en faisant une correction sur le coetïicient balistique qui 
est ici 



(' + 7v a <) 



Pour le point de chute, on emploiera les formules diffé- 
rentielles qui donnent 



de ' 




()ï 


etc 


r 


1 


eV 


a r l 



Celle correclion, comme celle du n° 78, due également à 
l'obliquité dvs verticales, sera exlrémement minime dans Je 
cas du tir de plein fouet. 

Exercices. — i° Etablir les équations di fièrent ici les du 
momcmciil dans le cas irénéral. On a 

d-J-- ., 

— r— = — cl eos t — (jSit. 

d'y 

- d j T = — rV suit — (j. 

-JJT =f/a/ — 'T Y, COST. 
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i° Cas du mouvement vertical dans Vair. — On a 

d'y 

d-x 

-j[T =9*1 — cFr ( . 

Comme dx = r k dy, il \ient 

d ] x d-*\ d 2 y 

2i* = !ïr v + ^It 7 ' 

Donc 

dr t g a/ 

ai v J v 

Dans le cas du mouvement descendant, le terme — i 



aurait le signe -)-. 



v 



1 



1 14 ' Formules du point de chute — 11 résulte 
de ce qui précède que, dans l'air atmosphérique el le tir 
de plein fouet, on aura, pour le point de chute, d après 
les formules du n° 106 où on fait y = o 

-. aTXf/tira/ , tir a\ . . lta 2 T 2 \ 

/; =\ ^ — H — - — IcosÀsinu ; — sin2Acosu. 

2 eb u \ tgeo/ l 4 

y' = o -(- aT\ cos A sin a -| a 2 T 2 cos 2 ), 

1 2 

r =al\sin À — \tgacos acosu.-| sni2Àsma 

ô 4 

Appliquons la méthode du n" 1 09 pour 
déterminer A\. _, x 

On aura : „. „ 

Fig. 58. 

AX = y colg o) — (X — x') 
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d'où : 



A\= — aTcosX 
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X sin y. H — aTcosXj cotgco 
X a / ter a' 



±JL( 

2 ch\ \ 



1 + 



tga\ 
tgw/ 



-| 1 sin À cos a 



lira sin a 



! Dans cette formule l'angle <o est l'angle de chute, 
supposé négatif.] 

Pour la déviation AZ, on a : 



AZ = aTX sin à — 



aT 

-TT- \ t£ a cos A cos [x 

Ka 2 T 2 . 



sm 2à sin m. 



§J. Si H L\ THÉORIE CLASSIQl E Dl MOl.VEMENT 

IM'N POINT PESWr PAR RAPPORT A LA TERRE 



1 15. Du mouvement relatif — Nous nous propo- 
sons, dans ce paragraphe, de reproduire la démonstra- 
tion classique, que Ion trouve dans les Traités de mé- 
canique rationnelle, des Effets de la rotation de la terre 
sur le mouvement des projectiles ; nous ferons voir 
qu'elle conduit aux mêmes formules que celles que nous 
a\ous trouvées par une voie géométrique directe, à con- 
dition de rétablir dans la solution le terme de la forme 
K a '7* qui nY>! pas, en général, pris en considéra- 
lion. 

On sait i\\\on peut traiter le moueement relatif d'un 
jtomt comme s'il .s agissait d un mouvement abstdu 
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pourvu que fon ajoute aux forces réelles qui sollici- 
tent le point, deux forces apparentes, savoir la force 
<V inertie cl entraînement et la force centrifuge- com- 
posée. 

La force d inertie d entraînement est égale et de 
signe contraire à la force d'entraînement, c'est-à-dire à 
celle qui solliciterait le point considéré comme faisant 
parlie du système mobile. 

La force centrifuge composée a pour expression 
2/ii t*ju r , m étant la masse du point, co la vitesse de rota- 
tion instantanée du système mobile autour de Taxe ins- 
tanlanée de rotation ; u r la projection de la résultante des 
deux ^vitesses v et i\ 'v étant la vitesse absolue et v r la 
vitesse relative', sur un plan perpendiculaire à Taxe 
instantané. 

On aura donc, pour les équations du mouvement, en 
décomposant les trois forces F absolue, F e d'entraîne- 
ment, F ( . centrifuge composée, sur les trois axes (0, x y ~\ 
trois équations de la forme : 

dl 2 ° ^ c * 



En appelant : 

w la rotation instantanée comptée de droite à gauche, 
a, 4 j, y les angles de l'axe de la rotation instantanée 
iwvc les axes rectangulaires mobiles Ox, Oy, Oc, on 
obtient trois équations de la forme : 

v / o '' : ^V 

\, == 2 M C0S 3 -, COS V --- 

V ' dl ' dl 



i\ teiiiie 
, pour les équations du mouvement : 



ri deux autres obtenues par permutation circulaire. 

Vpplirpions maintenant ces l'un un les générales 
classiques au problème actuel. 

Nous suivrons la démonstration de M. Résal ' 

1 16. Formules du mouvement d'un point pesa 
par rapport à la terre- — i* Nous rapporter- 
le mouvement à trois axes rectangulaires : 

des x esi le méridien (sens positif 
l'équateur) ; 

■'." 1,'ave des y esj la i 
cale (sens positif vers le 
de ht terre) ; 

j" L'axe des ; csl la 
gente au parallèle [sens | 
lit vers l'orient). 

a esl la vitesse de i 

de la terre, positive de c 

p., - à gauche pour un obsc 

leur ayanl les pieds en ( 

xniché sui' CI, parallèle à l'axe de rotation de la U 

On a alors, en faisan! dans les formules générales : 




\-\,=o 
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les équations suivantes : 

■77 = — 2a S1I1 A -7-, 

dt 1 dt 

d*y ^ dz 

-77 = q + 2a cos A -7- , 
dt' J ^ dt 

d 2 z ( . . dx . r/y N 

-77- = 2a ( sm A -1 cos A -7- 

dt l \ dt dt 

Soit V la vitesse initiale du projectile, dont les com- 
posantes suivant les trois axes seront désignées par 
^ xi ^ y et V z . L'origine au temps t = o est telle que 
x = y = z = o . 

2 Les formules précédentes sont intégrablcs quelle que 
soit la grandeur de la rotation a- 

Les deux premières équations donnent immédiate- 
ment : 

-t- = — 2ac sin A -f- \ x 

dy . . . 

■y- = <jl -\- 2aj cos A -f- Y Y 

Eliminant r entre ces relations et intégrant, il vien- 
dra : 

(/>} j;cos7»+ vsin A = (V x cosX+ V Y sin a)/ +— sin A. 

d'z dx dy 

Portons dans -77- les valeurs de— —et de—:-; on 

dt' dt dt 

aura : 



_- = — 4a 



dt 



V x sin A — Y Y cos À . (/t cos X" 

T"' 



2a 2a 
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et l'intégrale générale de cette équation est : 

\'sinA — V Y cosA </£cosX ,_ . 

z : h- =Msin2a/-{-^cos2af 

2a 2a 

dans laquelle M et N sont deux constantes qui se déter- 
minent par les conditions : 

dz 
z = o et — =\ z pour / = o. 



fit 
On Irouve ainsi : 



Y x sinX — Y v cosA ,. 1 / v g cos 



^ = — x ^ — ; M 

2a 2a 



el par suite : 

\ v sin A — V v cos A 



2a / 



I 



cos 2a/) 



2a 

(j cos )v\ sin 2a/ gi cos A 



+ v z + 



2a / 2a 2a 



En portant celte valeur de z dans l'équation qui donne 

dx 

lit 



-j— et intégrant, on obtient la valeur de x, soit : 



x = \ J — 2a sin A 



\ . sin "a — A v cos a / sin 2ar 

i (/ 

2 a V 2 a 



L / 7 cos A\ , r// 2 C0S A 

+ T— 7 N/-T-- I COS 2a/! ^ 
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Puis, de l'équation (p), on tirera la valeur de y qui 
est : 

y = V Y J +^ — h 2a cos 1 



V x sin X — V v cos \ 

ââ 



/ sin 2aA 
V aa / 



3° Supposons maintenant que la vitesse angulaire a 
soit assez petite pour que, pour une durée qui ne dépasse 
pas certaines limites, on puisse négliger a 2 / 2 devant 
l'unité ; on aura : 

x = \ x t — aV r J 2 sin a 

y = V ¥ * + (J r + aV/ cos À 

z = \ z t -|- ( V x sin X — V Y cos X) a/ 2 — •j&gl 3 cos A 

Ce sont ces formules qu'il s'agit de comparer t \ celles 
trouvées précédemment (io5 bis). 

4° Soit, pour le cas du vide, {/. l'azimut du plan de 
projection compté à partir de la méridienne Nord 
comme au n° 94 ; nous changerons aussi le sens des axes 
des x et des y pour adopter les mômes conventions qu'au 
n° 102. On aura ainsi, a étant l'angle de projection : 

J 'i = — A y, = — y 

V v = — V sin a ; \ x == — V cos a cos ijl; 

V 2 = V cos a sin ;jl. 

BAU8T1QLE. — II. IX 
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d'où : 

a?, = V / cos a cos ul + aY / 2 cos a sin a sin »jl 

y i = V / sin a yl 2 — a Y / 2 cos a cos A sin jjl 

c^ = V /. cos a sin jjl 

— aV / 2 (cos a cos ijl sin), — cos )» sin a) ^—cos \. 

Prenons maintenant, comme axe des x\ la ligne de 
tir suivant l'azimut [jl et la perpendiculaire z' à cette 
ligne ; on aura : 

x' = x L cos [j. -f- z L sin jjl, z f = r x cos ijl — x L sin jjl. 

Il viendra par suite : 
x' = V / cos a + a^ y / 2 sin a cos A sin jjl ^— sin jjl cos X 

y 7 = V J sin a <// 2 — aY/ 2 cos a cos A sin ijl 

c' = — a\ / 2 cosasinA — a/ 2 r-rr — V sin a) cos A cos u. 

Ces formules, (jui sont celles de Poisson, sont exacte- 
ment les formules que nous avons trouvées au n° ioqa 
deux points près : 

i" Le signe de a doit être changé ici, à cause de la 
convention faite an commencement des calculs (116) 
sur le sens positif de la rotation. 

2° Les ternies contenant le ra\on de la terre, de la 

« 

forme lia"/ 2 , ne figurent pas dans ces dernières. 
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117- Calcul du terme en R. — i° Les formules de 
Poisson ne renfermant pas Je rayon de la terre, on voit 
qu'elles ne tiennent, en réalité, nul compte de la courbure 
du globe, l'hypothèse qui est à la base de ces formules 
riant uniquement qu'on peut négliger a 2 / 2 devant 
l'unité. Elles supposent donc expressément que l'obser- 
vateur étant placé sur la tangente au parallèle, son 
éloignement de la surface terrestre est toujours resté 
négligeable. 



Si on suppose, par exemple, les forces appliquées au 
point matériel- nulles (ici g = o) et la vitesse initiale 
nulle, les formules donnent x' = o, y' — o, z' == o 
pour la position, au temps /, d'un point matériel libre 
à l'origine des coordonnées et des temps ; ce point 
accompagnerait ainsi l'observateur qui décrit le paral- 
lèle terrestre, ce qui est absurde, puisque par hypothèse, 
le point n'étant soumis à aucune force ne peut que che- 
miner en ligne droite avec une vitesse constante, le 
long de la tangente au parallèle 
à l'origine des coordonnées. 

:>° Au lieu d'être venue au point 
O', tel que 

arc OO 7 = Ra/ cos )* 




Fig. (k). 



sur le parallèle du point O, l'ori- 
gine des coordonnées est venue en O'" sur la tangente 
au point O, et on a OO '" = Ha/ cos A. 

Pour retrouver les formules complètes du n° 109, on 
passera d'abord au point O' tel que OO" = Ha/ cos \ 
sur le grand cercle OO 7 tangent en O au parallèle. Cette 
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transformation introduira, dans le terme en y, la correc- 
tion 

H a /'cos 2 a. 

Le passage de 7/ à O' se fera alors par la méthode 
du n° io5 et introduira dans x' et z' le terme en 

: Sin 2À 



multiplié par cos \k ou sin jjl, des formules du n° 109. 

Exercice. — Développer les calculs indiqués ci-des- 
sus. 
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118. Formules de correction des effets de la 
rotation de la terre. 

i° Notations. 

Latitude a — de o (Equateur) à — (pôle boréal). 

de o (Equateur) à '— (pôle austral). 

Azimut \l — do o (Méridien) à it» (sens des aiguilles 
d'une montre). 

a vitesse angulaire du mouvement diurne. 

a = o.oooojj><), log a = 5,86^7. 

1\ ravon de la torre. 

R = €>."•$— 1 .000 nu'tres, log R = 6.80 {a. 



J' 
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7. Formules yénérales (point quelconque). 

,( 1 !/ /2 \ -v • Ra ^ • > 
x — a/ ( y -\ — 77- 1 cos À sin u. — sin ik cos t u, 



y' = y -f- a/x cos à sin a -| a 2 / 2 cos 2 \, 

1 



RaV . . . 

SI 11 '2AS1I1.U. 



r ^ a/.rsniA — a/I v H-^tt-) cosàcos{jl-(- — — 

./• et z sont les coordonnées d'un point de la trajectoire 
au temps /, la terre étant supposée immobile, relativement 
au plan de projection d'azimut \x ; 

•*'\ .y'» -' s ^nt les coordonnées d'un point de la trajectoire, 
au même temps /, lorsque la terre est supposée animée du 
mouvement diurne ; elles sont comptées relativement au 
plan de projection d'azimut a. 

(les formules sont rigoureuses dans le vide; dans l'air. 

a<// J 

elles subsistent, à l'exception des deux termes en — j* — qui 
sont soulignés et dont l'expression n'est plus la môme. 

>° Tir vertical de bas en haut (\ide). 

Ka- 

Hctard de la chute : AT — ï cos 7». 

<J 

Déviation vers l'Ouest : AZ = — — - — cos \. 

Ka-T J 

Déviation vers le Sud : A\ = sin -jtA. 

1 

i° Chute verticale de haut en bas (>ide). 
Ilctard de la chute : A/ -=-- ■ cos \. 



Délation vers l'Est : Ac = -—, — cos a. 



il 

a 
T 



Ka-/- 

I)é\iation >ers le Sud : \x —--- - — sin a a. 



1 
\ 



!2. 
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5° Trajectoire parabolique (vide). Formules générales. 
rj.i _ y o j cos a — aV < 2 sin a cos ), sin \l -{—TrgSLt* sin jjl cos a 

Ra 2 * 2 . . 

sin 'i A cos u. 



4 

Ra 2 / 2 



y' = V < sin a — — f/f 2 + aV / 2 cos a cos a sin \l -| ; cos 2 a 

z' =aV / 2 cos asin A + a< : ( -q V sina I cos 7. cos <i 



. Ra 2 < J . . . 

H — sin *2A sin a. 

4 



(>° Formules de correction du point de chute (vide) 
AX = AX A + AX 2 + AX 3 



Ra 2 X 

AXi = cos- A 

2V aV 



aV / ', . , \ . 

cos A 1 — -rr sin- a sin a 

cos a \ > / . k 



y 

A\ 3 ^= — V * sm- a cos y. sin jla 



AZ = AZ, + AZ, + AZ 



' Y* 
AZ. == — a sin a sm- a cos 7. 

AZ> = — — r a cos a siir a cos •;. 

iA) = -— — > « sin- a sm ;jl sm y», a. 
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7° Formules de correction du point de chute (trajectoire 
dans l'air. Tir de plein fouet). 



A\ = — aT cos a 



Xsin }i-f- — aTcos), 1 cotgto 



iâ.\ l +i 



tff* 



R 



g«u, 



lijasin u. 



\ aT sin \ cos u. 

•2 * 



w est néga- 
tif dans 

cette 
formule. 



AZ=aT 



r~~X sin à 

X 

— tg a cos À cos [i. 



+ 



RaT 



4 



sin îa), cos u. 



«. 1 
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LE PROJECTILE 



CHAPITRE VII 

LA ROTATION DES SOLIDES 

§ i . — Rappel de la théorie des corps tournants 
ii<). La Balistique du solide invariable. — La 

Balistique Extérieure du point matériel toile qu'elle a été 
exposée dans la solution du problème principal 1 , avec les 
hypothèses simplilicatives nécessaires pour mettre le pro- 
blème en équations et séparer les questions suivant leur 
espèce et leur importance, doit être complétée, maintenant, 
par l'élude détaillée du mouvement du projectile réel. 

lorsqu'il ne s'agit que du mouvement dans le vide d'un 
corps solide, la Balistique de ce solide invariable constitue 
un problème soluble assez aisément dans toute sa généralité 
et nous en donnerons plus loin la solution (Chap. vu, § -i). 

Mais, dans l'air atmosphérique, la résistance du tluide 
donne naissance à des forces obliques variables à chaque 
instant et qui sont susceptibles de moditier profondément 
les trajectoires calculées par la Balistique du point matériel. 
Dans sa généralité, ce problème est totalement inabordable 
et sa solution, même supposée complètement connue, serait, 
sans doute, d'une complication telle que non seulement le 

i. (lu. 6. 
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illcrie lis-,, porta l'âtteflUàq 



'oïsnrvnttondela 



t'ClnciiLs bulisl.iuiii-s simples cl li-isciuc non- I"- i< ■ 
donnerons l'explication ,.„ U ' 



i.\ bota nos usa bolides 

comme illustration des cb.ipilivs coiisiin'cs h IV 
lilàiw linlisliijiii' itu .«i/i'r/c titv/iriohlr. 

Mais avant de faire l'nppl ici lion des lliéorip. 
nique llalionnellc uux l;iils biilisliqncs, il psi 
résumer en quelques p.'^es les I liéories i|i]i nous 
pour la solution dos tli\ prs problèmes abordés 



Mém- 
irede 
seront utiles 



Corps libre dans l'espace. — On sût que le 

:me dp lu délomiuudion du iiiouvoiuciil duns l'espace 
orps coiuplètcinciil libre, tel un projectile >[<■ 1'jilil 
•>■ i 1 '■ ii ii ilcux lu il l'es, ciinliuiiiciiicn! aux doux 



l" Lé Cf/Ura de gravité d'un solide se ttirul tomme si luiilr 

lu mn/me il» solide é(«i7 en/i'VHjrée i'ii ce /10Ù1, W .11 /uii/cs /.■> 

("nr> t\ri.'riru res y étaient , ii chaque matant, transportées paraU 
lèkttunt à elles-mêmes. 

i" / h corps solide tourne autour de son centre de qravitê 
comme si ce point fiait fixe. 

S'il ;ut'lm' que ks cui-e- dclcioiinaulis dr elijH'iii] de ces 
deux nuuneiiR'iils «ml indépendantes ci il ri- elle-, les deux 

problèmes se.nl dislinels cl j ren1 èlic traités el résolus 

-êparcnicnl. C'est ce nui il lieu pour les mouvements de la 

Terre el de la Lune, d'abord dp translation autour de l'astre 

de roluliou uni de leurs 

|. Nous iromeronseu rlalis- 



principal i 

tique de 
D'oui 



naoins complète : 

dans l'étude du i 



influe 



C p 



l'autre, mais que l'in- 
des deux problèmes sera 
s un exemple de ee cas 
projectiles oblongs dans 



, Des moments d'inertie. — Li< mornenl d'inertie 

Mlide ii'l.iliiciiieul îl une droite quelconque csl bl 



ion 


.,.■ „l,' 


:,'zù:';,i 


, i 


i,i, 


»re dr i-lin.- 


i= 


■Ni 


MK ! =ïu 
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M élant In masse totale du coup ; k est dit alors I 
Je ijirnlion du corps 

Le moment d'inertie peut rire représenté pnrnne c 
longueur portée sur In droite à laquelle se rnjij 

Oit pei.il , en nu poinl Ju corps, considérer Ions I 
moments d'inertie pris par rapport à l'inimité de droilr 
menées par ce point : la surface déterminée par les 
mités de ces droites est du V' ordre et île forme j-r 
nient très compliquée. Mais, si, an lieu de prendre, 
du point . des longueurs proportionnelles au\ m 



d'incrlieSmr'. on les prend proportionnelles 



l'S 



Face, lieu des extrémités de ces vecteurs, devient très simple 
Cette surlace, qui est du second ordre, es! un ellipsoïde duo 

le cenliT est an point, considéré, dil uriijim- îles n.res d'inertie 
Elle inel 1res sinipleinenl en évidence les rapports de can- 
deur qui existent entre les moments d'inertie du solide, 
relatifs aux diverses droites menées par le même poinl d.- 
l'espace. Ils sont d'autant plus petits que les mes représen- 
tatifs sont plus grands ; le mo 
du grand "axe de l'ellipsoïde. 

[."ellipsoïde qui a, comme origine des a vos d'inertie, 
centre de gravité du solide est dit IVuV/Ktnïifc rentrai • 
moments d'inertie. Les axes de cet ellipsoïde sont les < 

principaux d'inertie du corps. 

Si on prend un diamètre quelconque de l'ellipsoïd 
d'inertie pour axe initial de rotation, la rotation sera i* 
Umtanée autour de cet axe, puis à l'instant 
s'exécutera autour d'un autre, etc. Mais si I'. 

roinii ^1 un di's ,i\i's principaux, elle eonti 

niment autour de lui. pourvu que le corps ne 
aucune foire exléricure ou que les forces extéri 
par le centre de gravité. 

Celle propriété reniaripuiMe des axes prin 
l'ail aussi donner le n 



paux li 
•s permanents 4e roialinn. 
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Dans In théorie qui va suivre, le moment il'iwrlw autour de 
l'iixc île révotiLliim du projectile sera désigné par hi Ici lie (!. 
LixleuA autres uiouu>ulsd'i/iiTiV/iW/iM)»i<«' au tour d'un axe 
éaoatorial sont désignés par les lettres ii et A A -m aBs=A, 

Le moment d'inertie C, est plus petit que II et. [iour des 
projectiles tris que ci'iiv qu'emploie, l'artillerie, le rap- 
port -^ var '" de ~> il '" environ, 

m, Équations du mouvement du corps autour 
de son centre de gravité _ p u111 . étudier le deuxième 
mouvement d'un corps libre! 120), c'est à dire celui qui s'exé- 
cute autour de sou centre de gravité, on prendra leccnlredc 
umvilédu solide pour ortfrinedes coordonnées et on adoptera 
iinsvslcmcd'a\eMrclaiipibiirrs|(i.:cy ;), lixcs dans l'espace 

; invariables au mouvement du sonde. 

autre pari, connue invariablement lié 

utre s 



et servant de n 
On considère 
au corps solide, 
limetnrectangulairejl 
dont il suffira de conni 
chaque instant, la position 
lalivenienl 



tire, i 



'-) 



pour 



■ la loi* du mouve- 




ment du c 

Le système mobile \K\..v v': ) 
e-i choisi de manière à coïn- 
cider avec les I rois axes d'iner- 
tie principaux du corps. Le *"B- '>'- 
s est ainsi remplacé par 

ellipsoïde central; on peut, par suite, faire complète- 
ment abstraction de la l'orme qur/lcmiquc et aussi lourmen- 
téc qu'on voudra du solide pour n'étudier que le mouve- 
tiK'o! de la surface régulière que les propriétés de l'ellipsoïde 
d'inertie permettent de lui substituer. 

I in sail que le mouvement élémentaire du solide autour 
Su point li esl une rotation instantanée '.• autour d'un cer- 
tain ,i\e. actuellement en Gl ; or, celle rotation peut être 

lidéree oc e se faisant soit dans le système lixc, soil 

dans le système mobile. 
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i° Equations différentielles d'Eviter pour le mouvement rela- 
tif. — Soient A, B, C, les moments d'inertie principaux 
autour des axes Gx', Gy', Gz' etp, q, r, les rotations compo- 
santes de la rotation instantanée w, autour des mêmes axes. 

Soient, d'autre part, à l'instant t, L, M, Nies couples com- 
posants des forces extérieures autour des mêmes axes Gx', 
Gy',Uz'. 

Les équations d'Euler sont les suivantes : • 

A il = ( B - c ) <? r + L - 

B^=(C-A)r/, + M. 

C^ = (A-B) P9 + N. 

L'intégration de ces équations fera connaître les compo- 
santes p, q, r h un instant quelconque du mouvement dans 
le système (G, x' y' z'). 

La rotation instantanée w sera donc connue puisqu'on a 



w* 



/>* + q l + r\ 



D'autre part, si a, $, y sont les angles de la direction GI de 
la rotation instantanée avec Gx', Gy f et Gz', ces angles ont 
pour cosinus les valeurs suivantes : 



cos a = — 



P 


r. 


q 


r 




cos p = 


— y 


cos v = — 


O) 


(t) 


4 a) 



•2° Equations différentielles du mouvement absolu. — Pour 
achever le problème, il faudra connaître la position des axes 
mobiles (G.x'y'z') relativement aux axes fixes (G,xyz). 

Le repérage des premiers par rapport aux seconds peut se 
faire (enlre autres manières) connue il suit : 

Le plan mobile \y'Gx') coupe le plan fixe (yGx) suivant la 
droite GV qui forme avec Gx 1 angle ^ et avec Gx' l'angle s. 
Ce même plan v'(ir') forme avec le plan fixe (yGx) un angle 
dièdre mesuré par l'angle des deux normales Gz' et Gz à 
ces deux plans. 
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Le mouvement sera entièrement défini si on connaît, à 
chaque instant, les trois angles 'J>, 9 et 8 en fonction du temps t. 

Les trois directions Gz, GN et Gz' peuvent être considérées 
comme les axes de trois rotations composantes de la rota- 
tion instantanée du corps autour de GI, et ces trois rota- 
tions influent chacune sur une seule des variables <J>, cp et 8 ; 
car, une variation de <\> suppose une rotation autour de Gz ; 
une variation de o est produite par une rotation autour 
de Gz 7 et enfin une variation de 8 est une rotation autour de 
l'arètc GN du dièdre des deux plans xy et x'y'. 

Par analogie avec les mouvements de rotation de la Terre 

et de la Lune, on appelle : i° rotation propre du solide celle 

qui s'effectue autour de son axe principal d'inertie Gz' ; la 

do 
vitesse angulaire de ce mouvement sera — jr ; 2 précession, 

la rotation du solide qui s'effectue autour de l'axe Gz : elle 
produit le déplacement de la ligne GN, dite ligne des nœuds ; 

la vitesse angulaire de la précession est -7— ; 3° enfin la nuta- 

tion est la rotation qui fait varier l'angle zOz' des deux nor- 

d8 
maies ; sa vitesse est -77-. 

Ceci posé, et la solution du mouvement relatif ayant per- 
mis, comme on Ta vu, de déterminer les composantesp, <j, r, 
de la rotation instantanée rapportée aux axes d'inertie prin- 
cipaux du solide, il s'agit d avoir les relations qui existent 
entre les composantes p, q, r du mouvement relatif données 

en fonction du temps et les composantes — y- ? — I- — 
du mouvement absolu. *" *" "' 

Ces relations sont fournies par trois équations différen- 
tielles qui sont les suivantes : 

«- ^sincpsin8 + _cos ? . 



a 



q = -jj- cosçsin 8 — -fi sin 9, 
r = -77- cos 8 4- 



dt vw ''~r dt 
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i fonction du terne 



„■!„'■,, 



solulk 



du. 



ia'1. Image géométrique du mouvement du 
solide autour d'un point fixe. — La décomposition 

du mou vcini'ul ilo sulide anloiir île son centre de gravité 
en deux nulles, relalil' el absolu, qui a conduit aux for- 
mules générales du prnlil 



- l'a 



nlcrprélern géoniélritpic- 
istantané Gl de rotation du solide 



el dans le GOTpS et dans 1 






I passe toujours par le poull li\<' ( 
■rira dans ['espriw une certaine surface conique doi 
nmel es! en (i, et de niènie, dans le corps, il décrie 
econde surface conique. 

, puisque les génératrices de ces deux cônes devienner 
ssivenient les axes instantanés de rotation, cl que 1 
on élémentaire se l'ail autour de lit gênera Iricc qui es 
llcnieiil en contact, il est bien clair que le cône tir ,■ 
roule sans glisser sur le cùnc li\c dans l'espace. 



« Tel est, je cre 
puisse porter l'idéi 



. le plus Lan! point île clarté ii 
si complexe et si obscure du c 
nient d'un corps qui tourne d'il 
manière quelconque autour d'un c 
Ire fixe. 1! n'y a pas de niouvciuei 
de cette nature qu on ne puisse esai 
leinciil produire eu faisant roulât n 
cône sur un autre cône lixc d 



■ -"in i ; de sorte 



■ si l'o 



i' tous les cours jKissililes qu'o 

ferait ainsi rouler l'un sur l'autre, on a l'i ge fidèle d 

tous les mouvements possibles dont un corps soit capnbl 
autour d'un point sur lequel il a liberté de pirouetter e 

Supposons que les deux courbes a (lixe dans t'eUM 
absolu J et s (mobile dans l'espace, mais fixe dans le corps )c 



1 I» Buttei, 



1> j.ï. 
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servent de bases aux deux cônes soient tracées sur une sur- 
face sphérique de centre G et de rayon égal à l'unité ; elles 
rouleront Tune sur l'autre sans glisser. 

Soit 6) la vitesse angulaire de rotation autour de l'axe 
instantané GI. 

Cette rotation va amener le côté ds = IA de la courbe s 
en coïncidence avec le côté dn=l A' de la courbe i. L'angle AI A' 





Courbe <T ^oS; Courbe $^ if^Çourbed' 

Qmrbes 

Fig. 63. 

est égal à la différence ou à la somme des angles de contin- 
gence e s et e, des deux courbes s et s suivant qu'elles ont 
leurs convexités tournées dans le même sens ou non. Donc, 
la vitesse angulaire w est exprimée par la formule 

» = —3T 

Mais, si o t est le rayon de courbure de la courbe s, on a 
par définition : 

ds = p s £ s 

et, de même, pour le rayon de courbure de la courbe g : 

d* = o a t 9 . 
Donc 

i ds i ds 



o ff dt p s dt 

Si on désigné alors par 2f la vitesse linéaire avec laquelle 
Taxe instantané trace à la fois les deux courbes s et ?, on 
aura 

ds ds ^ 

~dï = ~dt = ^ 
comme condition du roulement. 



du I 



i point 



114. La théorie de Poineot. — La Ihéoriedc l'oin 
u'csl pas seulement, co'mmc la précédente, une simple il 
ciuéiuatii|ue du mouvement ; elle pcrmrl do donni 
si^iiiliratiou i;cninclriipie des éipialious dillércnlielles 1 
mouvement autour du point li\c. rappelées au il" 1; 

1" Coopte acquis. — Lu couple se: représente par 
perpendiculaire à son plan d action, proportionnel « .' 
moment cl mené dans un sens oui correspond a 
menl du plan d'acliou de franche à droite pour 11 
leur debout sur le plan du couple. 

Dans le mouvement d'un point matériel, la ijitanlité de 
mouvement mv resterait cnuslaiile. s'il n'intervenait pas de 
forces extérieures. De même, dans le mouvement d'un 
solide autour d'un point lixe, le nm/ile résultant 'les qut 
tés de mouvement, ou e/ui/ile nripiig sera représenté par un 
dont la grandeur cl la direclion resteront invariables ihu 
l'espace, si le corps est abandonné à lui-même. 

La valeur A- du ample aajuU a pour express 
mouvement autour d'n 






lt* = 



>v 



- GV 



■ du corps, représentée par h, 
h = Ap 3 + Bg 1 -f O'. 



I donnée pai 



.' Supposons alors (pie des forées extérieures: viennent n 
r sur le corps. Elles donneront naissance, au pnint lixe, à 
cutiplc areélévutcur (pu interviendra à cliaipie înstai " 
r ,ir modifier la firandeiir et la direclion du couple acip 
de la même manière tpi'unc accélération modifie la grn 
deur et lu direclion d' > ipianlilé de mouvement Etoq 
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Si G^ et G^i sont les axes du couple acquis à deux ins- 
tants consécutifs du mouvement, le vecteur y y A représentera» 
en grandeur et direction Taxe du couple accélérateur mul- 
tiplié par dt. 

Le lieu du point ^ est une certaine courbe analogue à 
certains égards à l'hodographe du 
mouvement principal 1 et qui joue _^^v 

dans la solution du problème actuel p ^ — A » 
un rôle analogue. Nous l'appelle- ' * 

rons hodographe des couples. Fig. 64. 

Le couple accélérateur est ainsi égal 
à la vitesse de l extrémité % du vecteur qui représente le couple 
acquis. 

Entre le couple accélérateur et le couple acquis, il y a une 
différence de même espèce qu'entre l'accélération et la vitesse 
dans l'hodographe du mouvement principal. 

3° Grandeur et direction du couple acquis. — Supposons 

Su'au moment actuel, les couples accélérateurs L, M, N, qui 
gurent dans les formules d'Euler (121) deviennent subite- 
ment nuls. Le solide continuera son mouvement, sans être 
sollicité par aucune force extérieure sous l'action de son 
couple acquis qui restera constant. 

Le solide tournera, à chaque instant, autour d'un certain 

axe instantané de rotation avec une vitesse 
angulaire w et on a les théorèmes sui- 
vants : 

I. Le plan d'action du couple acquis 
est le plan conjugué de l'axe instantané 
de rotation par rapport à l'ellipsoïde 
. d'inertie qui a son centre au point fixe. 

IL L'axe du couple acquis a la direc- 
Fig. f)."). ti on Je } a perpendiculaire G/ abaissée du 

centre sur un plan tangent à l'ellipsoïde 
mené parallèlement au plan du couple. 

III . Ce plan est tangent à l'ellipsoïde au point 1 où l'axe 
instantané perce la surface. 

1 Cu., 6, p. 127. 
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Ircdel'ollipôîA 



' t/A>-'+ 11-, f® 



ingulnirp de polalimi es! |> r'« >■] ■»■ >i- 1 i • > r > ■ i • ■ 1 1 • - 

■<ivon dp l'ellipsoïde, autour duquel a llru I 



V. La vitesse a 
la lnngi.cu 
min Lion, 

Le mouvement ultérieur ifil de /\xW>/sera donc une n 
(ion sans glissrincnl de l'ellipsoïde ccnlr.il sur un plai 
perpendiculaire à l'axe du couple Requis. 

Dans ce mouvement, deux comités roulantes, l'une t. .. 
..'i- .or' [ellipsoïde [courbe s dite polbodiei. l'autre sur le 

Flan langeai {courbe i dile lierpotbodie) roulent lune >ur 
autre sans glisser Ce sont les bases des deux cônes du 
numéro précédent, mais qui son! déterminées complètement 
dans le cas où nous nous sommes placés a\ec l'oinsol. d'u 
couple accéléra leur conslaimiient nul. 

12$, Généralisation du mouvement de Poinsi 

— Supposons maintenant qu'un couple accélérateur I.. M. \ 
agisse sur le solide. A l'instaill aelucl, pendant le lenips ■ 
le mouvement de l'oinsot est détermine p 
le roulement de l'ellipsoïde d'inertie si 
certain plan tangent à la direction du couple 
acquis. 

Mais, si on commit, .i cliaqnc instant, les 
n îles L,M, N, on connaîtra l'Inx 
grapbe du couple acquis qui se 
telle que lllt. pour laquelle 
pôle (arbitraire) au point (!. centre de g 
vile du Bolide. 

<ïy. étant en grandeur cl en direct» 

l'axe du couple acquis à l'instant t. l'ellipsoïde roule s 

le plan langent (> perpendiculaire à <■'•/_. autour de l'a 

instantané. GI, el avec une vitesse instantanée de rottlU 

aleoienl connue, 

Pendant le temps dt. l'ellipsoïde aura roulé (I un cerla 




Fis-' 



finale tutlt en suivant l'berpolliodie. Mais, pendant le même 
temps d/. l'axe du couple acquis est venu en ('•/, Par suite, 
pendant que l 'ellipsoïde roulait sur lu plan (J, celui-ci ulu- 
lait à son tour sur L'ellipsoïde de manière ;i devenir au 
temps tlt perpendiculaire à l'axe du nouveau couple 
acquis (iy,. Comme on connaît la vitesse de déplacement 
de y. qui est éfçnle au couple accélérateur, on voit ijue tout 
est connu et qu'on pourrait, par une construction péonié- 
trique, déterminer, à la lin du temps tlt. la position de l'ellip 
soide et la vitesse instantanée qu'il possède comme résultant 



du double 



■même et du pin 



il tant 
langent. 



ia6. Cas où l'ellipsoïde d'inertie est de révolu 
tion. — Le cas où l'ellipsoïde central d'inertie est à trois axes 
inégaux conduit à des mouvements compliqués : mais l'eni- 
jiloi, dansions les problèmes île ISalisliqne pratique, de corps 
solides de révolution permet licureuseiiicul de très notables 
simplifications théoriques. 

L ellipsoïde central d inertie d'un projectile oldnng est de 
révolution connue le projectile Ini-incme, il son ^rainl ;i\i' 
est dirigé suivant l'axe de révolution du projectile 

l-"u ellèi. la ruasse du projectile est moyennement plus 

éloignée de l'axe équatonnl que de l'ave de ligure I In a 
donc B>C, Il étant le moment d'inertie autour de l'ave 
équatorial cl (1 le moment d'inertie an loue de l'use du pm 

Mais l'ellipsoïde d'inertie est tel que yr = e ! et -rr = lr ; 
donc e>/ ( . (: H 

Soient 1 1 \ te -raml axe de l'ellipsoïde d'inertie, (ilt un 
aie éq na lori.il. (il l'axe instantané de ro- 
tation dans le plan de la fiyiireti;; le plan 
limLji'ot i'o I e--t pi'rpi'iidiinlaire au plan 
di- l.i li- h ri', puisque l'ellipsoïde esl de ré- 
>olul I.'a vi' du l'on pie acquis ( './ i-lniil 

SerpenilicuLmvài'c plan lanircnt se trouve 
■ également dans le {dan de la figure, 

i|'u i-i un pi. uridien quelconque, fis- <>:- 

Donc Ut trou nxei île fujtirr, iiisturi- 
ituir tir rotation, tlti cj"/'/c act/iiis sont it'iiis nu même plm 



I menée, en \. lu liini;ciilcï P U'à l'ellipse méridienne 
I (il' perpendiculaire à G/ ; une propriété connue do 
,scdonneAl>xAl" = fc* 



a tg M; 



tg ,(P = a cdtg \/. 



"s V. 



Dans le cas d'un solide de révolution, le théorème d< 
Pniusol démontre (pie le point l décrit, autour du pied O di 
lu droile (iy. une circonlérence ; née une vitesse uni l'orme 
(courue 11 ; dans le corps, la courbe s est une circonl'érci 
ayant son centre sur l'axe GA de l'ellipsoïde d'inertie 
deux roues de roulement considères au n° fi'i sont doi 
tous deux circulaires. 



Lu 



<7 Corps soumis à une percussion — Le pli 

Hèle au plan lanjrenl en I à l'ellipsoïde d'inertie 
pié souvent sous le nom do plan du maximum Au ni 

été de ce plan et île l'axe instantané de rotation 






d'i>lre conjugués duos l'ellipsoïde central d'inertie permet 
de déterminer immédiatement la direction initiale de l'axe 
instantané de rotation d'un corps soumis à l'action t 
chue qui ne passe jias par le centre de 

\ cet cll'et. on mènera, par le rentre de gravité cl la dir 
lion du rlioc. mi plan qui sera celui du maximum des air 
c'est-à-dire GP ; le diamètre conjugue GI de ce plan dan 
l'ellipsoïde donnera la direction de la rotation initiale. 



i aS. Les équations d'Euler. — Lorsque les for 

extérieures sonl nulles ou passent par le centre 
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gravité, les couples L, M, N sont nuls et les équations 
du mouvement se trouvent très simplifiées. 

Ce cas se présenterait, en Balistique, dans le tir d'un 
projectile dans le vide, car la pesanteur, seule force 
extérieure agissante, passe par le centre de gravité. 

Ce problème est entièrement soluble pour un ellip- 
soïde à trois axes inégaux, soit par l'analyse qui con- 
duira à des fonctions elliptiques, soit par la considéra- 
tion de la théorie géométrique de Poinsot. Mais, si on 
suppose le corps de révolution, comme les projectiles 
ordinaires de l'artillerie, la solution acquiert un haut 
degré de simplicité, ainsi qu'on va le voir. 

Le corps étant supposé de révolution, les deux mo- 
ments d'inertie B et A sont égaux (121). 
Les équations d'Euler (122) deviennent alors : 

B$*(B-C) 9 r; B^C-B) ,-p; C*»o. 

On en déduit : 

Théorème I. — La rotation r autour de taxe de 
figure est constante. 

Cela résulte de l'intégration de la dernière équation. 

Théorème H. — La rotation w autour de F axe instan- 
tané est aussi une constante. 

En effet, la division des deux premières équations 
membre à membre donne : 

-jL = —L. ou qdq-hpdp=o 

c'est-à-dire 

<] 2 -hp* = a 2 . 
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et comme r est constant d'après le premier lliéo 
on aura : 

<o' = p" -+- if -\- r' = const. 

129 Figuration du mouvement. — i" Si t;,.e'v;' 
sont les directions des trois axes principaux d'inerlîc du 
corps, Gr' étant celle de l'axe de figure, la rotation 
instantanée CI sera la diagonale 
du paroi lélipipède construit sur 
les trois rotations composantes 
p,q,r autour des trois axes prin- 



01 ou di étant constante! d'au- 
tre part, AI = q* -j- p 1 étant égal 
à la constante ir, il en résulte 
que l'extrémité i de la ligne qui 
représente la rotation instantanée 
décrira une circonférence ani< 
de l'axe de révolution 0;' du corf 
instantanés dans le corps est <■ 
ïf,n 




Fig. (ii. 



Le lieu det 

un cône circulaire droit décrit d'un mouvement 
autour de taxe de figure du projectile (cône s) ( 
Son ouverture |ï (angle AGI) est telle que : sin |ï 

a" Le lieu ijéomélri'jiie île* n.res instuiilnnés 'le rukiti 
GI dans f espace estaussian cône circulaire droit (cône 

Entre ta vitesse angulaire de rotation u, la vile- 
linéaire 27 de l'extrémité I el les rayons de eoulnire 
p„ des deux courbes qui viennent en contact, on a 
relation (i-'-'î) : 
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iig 



: linéaire du point I 



\l.iis on a, ici, comme > 
aulour de GA, l'expression , 

Donc Si produit de deux fadeurs constants esL 

constant; il en résulte que a, est constant et a pour 
expression : c 



Ainsi donc, le mouvement du projectile relativement 
au centre de gravité se réduit au roulement d'un cône 
Circulaire lï\é au corps sur un autre cône circulaire 
fixe dans l'espace. Ce roulement se l'ail avec une vitesse 
Coûtante connue w; on pourra donc déterminer la 
position de l'axe de rotation dans l'espace et par suite 
celle de l'ave de figure. 

i3o. Application à la trajectoire du vide — 
i° Supposons d'abord qu'à l'origine de la trajectoire, 
l'axe instantané de rotation (il { 

soit dans le plan de projection, M ' y —giS 
ainsi que l'axe de figure GA, 
L'axe Gy des quantités de mou- 
vement sera aussi dans le plan 
de projection («26). Le plan du 
maximum des aires, qui contient 
Ifl direction de l'impulsion à l'ori- 
gine, est ,1e plan GM conjugué 
de ("il dans l'ellipsoïde d'inertie 
cl perpendiculaire au plan vertical de projection. La 
trace G.M esl perpendiculaire à (.'•■/, axa du couple 
acquis 

L'impulsion B l'origine donne lieu à une vitesse cons- 
tante u aulour de l'axe instantané GI. 
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Les trois données qui définissent, à l'origine, le n 
vement do rotation du projectile autour du centre i 
gïavîU sont ainsi : lit direction G-/ de l'axe du couple 
acquis, la vitesse w de rotation instantanée, la dirm 
lion GA de taxe de Jiijure du firojei:tile. L'auglfl y que 
fuît l'axe du projectile il l'axe Gy îles quantités de un.u- 
reuient est donc connu, il en esl de même de l'angle '' 
de l'axe instantané et de l'axe de figure puisque 
connaissance de la direction Gy permet de construire h 
direction (il conjuguée dans l'ellipsoïde du plan t" 
maximum des aires. 

2° Les deux cônes de roulement [a) et (s) sont : 
t" dans le corps, le cône [s) d'axe GA et de i/a angle 

[ï = AGI ; i" dans l'espace le cône (t) d'ave Gy < 
de i/a ongle Kîy . 

Soit A' l'extrémité de l'axe du projectile 
silvié à une distance / du centre de gravité G 
Menons \ B'C' perpendiculaire à Gl et con- 
'* sidérons les deux courbes sel t tracées en E 
Bff. ?"■ Bar le plan A'B'C' normal au plan de la fi 

La relation m=3 I 

s'écrire, 



et montre que le point G' est lî\e 

Le mouvement de la pointe V du projectile autow 
du centre de gravité esl un mouvement de rotation u 
forme autour de t'axe <•/ du couple acquis. 

3" Pour obtenir la wk'sse angulaire de rotation que 
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nous désignerons par u autour de Taxe Gy du couple 
acquis, il suffira de projeter la rotation o> qui s'exécute 
autour de GI d'abord sur Taxe GA du projectile; l'angle 
de ces deux axes étant [3, on aura pour cette projection 
la valeur o> cos j3. 

On projettera ensuite to cos [3 sur l'axe Gy, dont 
l'angle avec G A est désigné par y. Ce sera la valeur de i> 
qui sera ainsi 

\j = o> cos [3 cos y. 

Cette expression contient, dans le second membre, 
les trois quantités qui définissent, à l'origine, le mouve- 
ment de rotation. 

i3i. Le mouvement de la pointe du projectile 
dans l'espace • — L'extrémité A' de la pointe du pro- 
jectile est à une distance / du centre de gravité. Abais- 
sons A'K perpendiculaire sur Gy. On aura 

A'K = h = /siny. 

On peut considérer la pointe A' comme liée au 
point K, de sorte que, faisant abstraction pour l'ins- 
tant du centre de gravité G, et considérant que K est 
invariablement lié à ce centre de gravité par la droite 
GK, on peut énoncer le théorème suivant : 

Le mouvement de la pointe du projectile est celui de 
l extrémité V dune tige A'K, sans poids, qui se meut 
dans un plan perpendiculaire au plan de projection et 
tourne uniformément autour de son autre extrémité K, 
pendant que celle-ci décrit la parabole du vide définie par 
les données à [origine V et a. 
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i° Projection horizontale du mouvement. — * Prenons 
un axe des z perpendiculaire au plan vertical y k &oc k , et 
figurons Tépure du mouvement par les procédés de la 
géométrie descriptive. 

Sur un plan perpendiculaire à Taxe GK, le point À' 
décrit un cercle et au temps t y on a 

arc A'M = hvt. 

Sur le plan horizontal, on aura au temps l : 

x = K X K X — K X M X 




G 



^6 V,ta*<x Kx 



"5 



££. >- 



*K 






Fig. 71. 



ou, puisque la vitesse horizontale est constante : 



et 



x = V £ cos a — h cos ^ sin ), 
z = M x /n x = Mm = h sin A. 
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Donc, les équations de la projection horizontale 
sont : 

x = \ tcosat. — hsinl cos i>/, z = /isinu£. 

Cette courbe est la projection dune hélice qu'on 
supposerait tracée sur un cylindre dont l'axe est GK 
et qui serait décrite par le point À' tandis que le point K 
serait entraîné d'un mouvement uniforme dont la projec- 
tion sur Ox a une vitesse V cos a. 

Si on avait sin A = o, c'est-à-dire si l'axe du 
couple GR était horizontal, la courbe serait une sinusoïde 
ayant pour équation : 

x 

z = h sin u — • 

«o- 

Dans le cas général, elle se composera de périodes 
ayant pour valeurs T = — et on la construira aisé- 
ment par points avec les valeurs suivantes : 

= o, x = — h sin X, z = o ; 

— Z — T — A- 

T T 



x = u — , -\- h sin X 2 = 0; 



2 2 

_ 3T _ T . _ / . 

= T, x = — h sin /., z = o. 

Si on a h > — ^— c'est-à-dire /i > — - — , la courbe 

4 2 u 
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présentera des boucles comme l'indique la deuxième 
figure. 

Pour construire, à un instant quelconque,, la position 
de Taxe du projectile dont on connaît l'extrémité A', on 
rabattra A' sur la circonférence en A" , on mènera 
le rayon OA" et par A' la parallèle A'K à ce rayon. 
On a ainsi la position du point K. 

Prenant KG 7 = KG cos)., on aura la position du 






o u °ï u 4 3 U 



U T 




o m^my 




Fig. 72. 

centre de gravité G ; puis G A' donnera la projection 
horizontale de Taxe du projectile au temps t. 

2 Projection sur un plan vertical normal au plan 
de tir. — Cette projection représente la trajectoire vue 
de l'arrière du canon pour un observateur placé dans 
le plan de tir. 

On aura une courbe du genre cycloide en menant par 
chaque point de la trajectoire une parallèle à l'axe GR 
du couple acquis ; son point de rencontre avec le plan 
normal au plan de tir décrit une verticale d'un mou- 
vement uniformément accéléré. Pendant ce temps, 
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la circonférence K a son centre qui se déplace suivant 
cette trace, tandis que le point A' tourne d'un mouve- 
ment uniforme. 

Les coordonnées d'un point Y du tableau sont : 

Y = y+(</ — *)tgX 
ou Y = d tg 1 + -^i sin (a. — 1) gt 2 

COS A 2 

et les - équations de la cycloïde seront : 



z = h sin ut ; 



= dtgl 



Yj 



COS 



V sin fa — X) qr/ 2 +/icosXcosi>£. 

s À v ; 1 J 




Fig. 7 3. 

3° Projection verticale du mouvement. — Le mou- 
vement du point K est uniformément accéléré : 



y = Y t sin a gt 2 . 



Perpendiculairement, on aura : 



Ç = MN 



in X = h sin )» cos à 



sin 



et d'autre part, 

£ = y-|-KN=Y-f- MK cos X = y + h cos X cos ty, 



i donc : 
= h sin 1 1 
= Visons 



- f)t ! -\- h cos /. cos uf . 



; courbe du genre sinusoïde, mais avai 
une période de plus en |>lus petite ;\ a 
sure qu'on se rapproche du point culir 
nant de la trajectoire. 

4° Résumé. — Le problème du mouve- 
ment d'un projectile do révolution data 
le vide peut donc être Irai té complète 
ment; il se réduit à la combinaison <~ 
deux mouvements simultanés de i 
lation et de rotation, tous deux extrême- 
ment simples. 



v - . Kia. Exercices — i" Etudier le <c 

où l'axe du projectile n'est pas à l'oi 

gine du mouvement clans le plan de projection. 

2" Mouvement vertical, lorsque l'axe du coup 
acquis est vertical. 

'i° Démonstration analytique des résultats précédent 
en intégrant les équations d'Eulcr et les équations en ft, 
9 et A. 
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[33. Objet de cette étude. — Comme seconde: 
du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'il 
point fixe nous prendrons le cas de la iounie. Ce mou 
présente de telles analogies avec celui du mouvement c 
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projectiles oblnngs autour de leur centre de gravité qu'il en 
constitue l'introduction naturelle, aussi i:ii<_'ii dans In méthode 
suivie t|iie dans les résultats trouvés. 

La toupie est un corps de révolu lion dont le grand axe C 
de l'ellipsoïde d'inertie (Hisse en un point lixe 0, du sol ; 
les deux autres axes A et 15 sont l'^ni. .Nous 
appellerons b la vitesse angulaire de rotation A 

de la toupie autour de son axe de ligure ; b est 
donc égal à la rotation fuies formules d'EuJer. 

0: étant la verticale du point, fixe 0, OA 
lu direction de l'axe de ligure au temps /, Tai- 
sant avec la verticale nu angle S, la seule Force 
agissante sera le poids appliqué au centre de 
gravité. '* "'* 

i'H- Théorème de la constance de b. — La seule 
force extérieure, le poids, rencontrant l'axe d'inertie princi- 

Kl OA, son moment N relativement à cet axe sera nul. 
troisième équation d'EuIer, où A = H, puisque la tou- 
pie est de révolution, aura donc son second membre nul et 
deviendra , 

c 17 ="■ 

On aura, par suite, r= constante et ranime on a, au lieu 
de r, adopté la notation b on dira : 

La vitesse de rotation b autour de l'aie de jinure est cons- 
tante pendant tout te mouvement . 

1 3 j . Hypothèses. — Supposons maintenant <|ue la 
viiis-r de rotation b, imprimée initialement à la toupie 
autour de sou axe soit infiniment grande relativement à lu 
vitesse initiale angulaire de déplacement 'i, de l'axe de la tou- 
pie autour d'un autre axe quelconque, 

l'ar suite, l'axe instantané lie rotation, don! on obtient la 
direction en composant les deux vitesses b et fi sera très 
voisin de l'a.xe de rotation de la toupie et pourra être supposé 
en coïncidence avec lui, eu première approximation. 
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L'angle \y sera donc jiclit connue l'angle AI. à rond il ira 
que le moment d'inertie équatnrial li ne devienne pas li 
considérable |iiir rajijKirl à i'.. moment d'inertie axial. 

Nous excluons ce cas qui correspondrait à l'emploi 
tournes 1res allongées el manquant de stabilité. 

Ainsi donc, en premier,' tipprusimutùm, nous siippi 

3 ne les dois axes de Jiyure OA, instantané de rotation (. 
u eimpic nequis 0/ peuvent être supposés i 



Ces. 



e problème principal dit de la prieexxùiit . 



Ce problème une l'ois résolu, et le mouvement c 

première approximation, on introduira le petit écart qui 
existe nécessairement entre les trois axes et on achèvera li 
problème par l'étude de la nidation. 

i36. Précession — Soient, à un instant quelconqi 
OZ la verticale du point lixe. 0, OQ l'axe du couple acquis 
qui coïncide par livpollièse avec l'axe de ligure. G le ce ' 
lie gravité. Le poids [) de la toupie qui esl appliipi' 
point G à une distance I de la pointe donne nais., 
autour de la pointe du projectile, à un couple accélérateur, 
contenu dans le plan Z( >Q, 

Prenons le vecteur ( I(J représentant, en grandeur, l'axe d 
roupie aetpûs et soit II la projection de (_) sur i >Z. L'axe d 
.•■iiijiie acvéténilettr. dû au pends, esl nuriiul nu phin /A lOdu 
couple acquis ; on sail de plus (laij) que ce! ave représèoti 
toujours en grandeur H direction la vitesse du poinl {) exlré 
mité de l'axe du couple acquis. 

Donc i" le point Q ne sortira pas du plan boii/onla 
qui le contient à un instant donné, puisque sa vitesse esl 
siluéi' dans ce plan ; 'i° il décrira, dans ce plan, un cbemin 
élémentaire pci pendirulaire à 1KJ. 

Par suite, les normales à la courbe décrite par Q c 
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le plan HQ passent au point fixe H. Le point Q décrit donc 
une circonférence horizontale. L'axe de ligure (qui coïncide 
par hypothèse avec l'axe OQ) décrit alors 
un cône circulaire droit autour de la verti- 
cale OZ. 

On appelle vitesse de précession la vitesse 
angulaire b p avec laquelle le plan ZOQ 
tourne autour de OZ ; c'est la vitesse angu- 
laire du point Q sur la circonférence qu'il 
décrit. Or, sa vitesse linéaire est égale au Fig. 76. 
couple accélérateur, dont l'expression est pi 
sin ô. Donc, la vitesse angulaire b p (quotient de la vitesse 
linéaire par le rayon du cercle décrit) sera 

pi sin 8 
bp= HQ 

et comme HQ = OQ sin 8 il viendra : 

_pl_ 
b P — OQ 

D'autre part, le couple acquis, dans l'hypothèse admise dé 
la coïncidence des trois axes, a pour expression Gb produit 
du moment d'inertie C par la vitesse angulaire de rotation b 
autour de Taxe de ligure. 

On aura ainsi entre b et b p la relation 

pi 

bb p = -çt. 

Le produit de la vitesse de rotation b autour de l'axe et de 
la vitesse de précession b p autour de la verticale est constant. 
On sait que l'hypothèse de la coïncidence de l'axe de révolu- 
tion et de l'axe instantané suppose que b,, est très petit rela- 
tivement à b ; cette formule permet donc de vérifier si 
cette hypothèse est compatible avec les valeurs de p, l et C de 
la toupie considérée. 

Sens de la précession. — D'après la convention du n° ia/|, 
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l'use (In couple acquis de In Inupie élan! dirigé do e 
In toupie tourne sur la ligure de gnuclie à droile I l'npre* 
nièiin: eoiivenlion, le couple accélérateur a son axt 
en n \ n ni. lie In ligure perpendiculairement au plar 
Puisque cet axe représcnleeu grandeur cl di ceci ion l;i viles* 
du pniiil 11. celui ci se dépincera vers lavant de la ligure 
c'est-à-dire de gauclic à droite pour un observateur pïac 
debout iuivai il OZ. 

Donc, pour un obse.rrnk'ur plwè ileboul sur If plan hori 
zfinlal. In prn'essitm tir In Unijiir est de nwiite sens *, 

i'î;. Natation — l° Le mouvenieiildu point Q, exlré 
mité de l'axe ilu couple acquis élanl connu par '"' 

In précession, comment pourra-ton en i 
"? r (luire, en deuxième approvimalion. le n 
/'A veinent de l'axe de ligure OA '.' 
£ Soit iu la vitesse instantanée de la I 

autour de l'axe instantané 01 ; iu est 1 
sullnnle des deux vitesses de rotation, prr. 
b autour de OÀ cl rlc précession b* i 
*%■ 77- de OZ. 

Les trois axes Q, I, \ étant dans un mèm 
plan, celui de la ligure, par exemple, ,\ tourne autour de 
avec la vitesse o> et autour de Q avec la vitesse bs 'die <P'< 



&n 



LA 



i° Ceci posé, la pesanteur agît en G sur l'axe de ré 
tion OA a une dislance I de la pointe 0. Soit pris sui 
la distance OU' = / el appliquons en ce point U' 
Ibrces égales au poids p el dircrtenieiil opposées. I .<■- 1 1. 
forces de la ligure sont équivalentes à une force va ' 
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appliquée en G 7 et à un couple dont le moment a pour 
expression 

p >< arc GG' cos 8 
ou bien /\ 

pi cos ô X angle OA. 

Mais ce couple ne peut produire qu'une vitesse du point 
A autour de Q de l'ordre de b p , vitesse de précession pro- 
duitepar un couple pi sin 8, et même beaucoup plus petit 
si 8 est assez différent de zéro. En tout cas, la vitesse de A 
autour de Q est infiniment petite relativement à la vitesse bjq 

3ui est de l'ordre de grandeur de la rotation autour de l'axe 
e figure. 

3° 11 est aisé maintenant de se faire une idée claire du 




Pendant ce temps, Taxe de révolution OA tourne autour 
de OQ avec une vitesse b* = -^ w, ou, au degré d'approxi- 
mation admis, avec la vitesse de nutation 



b s = — b 



B 



Cette vitesse b\ est donc très rapide et de l'ordre de gran- 
deur de la vitesse b autour de l'axe. 

'i° Reste à connaître la dislance QA ou angulairement 

l'angle QA. 
On a d'abord 

QA == ç- IA 

BALISTIQUE. II. «4 



^4 2 LE PROJECTILE 

/\ ' 

L'angle IA de Taxe de rotation OÀ et de Taxe instan- 
tané 01 se déterminera dans le triangle IAO, où on a 




OA = b et Al = bi 



On a ai 



ainsi 



IA sin8 , x\ b P • * 

-t— = — t- — d ou IA = -r- sin ô 
Dp a b 



Fig. 7 8. *" 

ou bien, en remplaçant b p par sa valeur 

IA = rç-jçr sinô. 

On aura par suite 

/> pl B . 

QA= ^r -^-sinS. 

Le point A décrira donc sur la sphère de rayon i , par son 
double mouvement de précession et de nutation, une cycloïde 
sphérique dont le cercle générateur aura un rayon 

B P l ■ X 

e = __ slnà 

et dont la base, lieu du centre du cercle générateur sera le 
lieu du point Q, c'est-à-dire le petit cercle d'angle 8. 

5° On a supposé que le point A, à l'origine du mouvement, 
se trouvait placé à une distance 

B pl . , 



du point Q. Cela n'aura lieu cpie si Taxe de figure ne pos- 
sède aucun mou veinent propre initial, au moment où on 
abandonne le corps à lui-même. Dans le cas contraire, l'ex- 
trémité de Taxe cfe la toupie sera représentée par un certain 
point M, qui sera, dans tout le mouvement, relié invaria- 
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blement à la circonférence roulante de rayon e' de sorte 
que la courbe décrite par Taxe M pourra être une aycloide 
allongée si le point M, à l'origine, est à l'intérieur du 
cercle e', une cycloïde raccourcie si le point 
M est à l'extérieur du même cercle. 

i38. Démonstration analytique. 
Formules générales. — Nous allons 
traiter maintenant le même problème 
par le calcul en employant les aeux sys- 
tèmes généraux d'équations difîérenti elles Fig. 79. 
du mouvement établies au n° 122, la pre- 
mière en />, g, r, se rapportant au mouvement relatif, le 
deuxième en G et ^ se. rapportant au mouvement absolu. 

i° Transformation des équations en 0, cp et ^. 

a) Multipliant la première par cos ^, la deuxième par 
sîn o et retranchant, on obtiendra la première équation du 
tableau ci -dessous. 

6) Multipliant la première par sin cp, le deuxième par cos cp 
et ajoutant, il viendra la deuxième équation du tableau 






(•*) 



<*9 
p cos cp — q sin cp = -7- 

db 
p sin cp -|- q cos cp = —7- sin 

r=- 3r cosO+^-. 



c) Formons p"- -\- q 1 ; il viendra 

<*> P' + î-iTt 



+ sin'8(§ VÎ 



d) Enfin dérivons, par rapport à /, l'équation 

d<\> 
psin cp + q cos cp = —77- sin 0. 



LE PROJECTILE 

ibinunl a\ec r<-qii;ition rj 



Nous i 



Ijljl'lSl'IlS 1 



■i" Equations en p, q, r. 

En prenant les axes généraux, nous sommes obligé* 
d'adopter des nota lions un \i<:\\ dillereulesdc celles Jun™ l'Sï. 
La verticale esl l'axa OZ du système lise. 

xe tlo figure de la toupie dirigé 
vïiiiI. OZ' : ce sera mi axe principi 
*K> l'ellipsoïde jriuerlie qui doilr'lri- 
désigné par (! ; !o rolalion aiiloui 
de ce! axe esl r. 

Soil appliqué en G, centre de 
gravité de la toupie, son poids mg, 
à nue distance OG = I, Le coupU 
accélérateur a pour expreagic 

mgl s\n = /,sinO, 

Ceconple esl situe dans le plan verliral '/,'/. \ ipii r 
ferme la ligne des nœuds OM . Les coin posa nies de ce couple 

sur Or' L = fc sin 8 cas o 




rO/ 



M = 



Comme, de plus 
on a A = I), il vie 
relatif 

«4. 



■ corps étanl supposé de révolu Lîoi 
ra pour les équations du mouvement 






LA ROTATION DES SOLIDES ^4$ 

3° Solution du problème. 

Première intégrale. — La vitesse angulaire de rotation 
autour de Vaxe de figure est constante. 

La dernière équation donne, en effet, par l'intégration, 
r= constante. On posera r = r , r étant la vitesse angu- 
laire initiale. 

Deuxième intégrale (Intégrale des forces vives). 
Multiplions par/) la première équation et par q la seconde 
et ajoutons : il viendra 

B V "dt ~*~ ' ~Jt) = ^ 5 cos <P — 9 sin ?) sin 9 
ou, d'après l'équation (i) 

Intégrant, en désignant par 8 la valeur initiale de 0, il 
viendra 

B(p* + (f) = ik (cos o — cos 8) 

puisque la seule rotation imprimée au mobile est, à l'ori- 
gine, r autour de l'axe de figure. 

Troisième intégrale ( Précession -r ) • 

Multipliant maintenant la première des équations en p,q,r 
par sin cp, la deuxième par cos cp et ajoutant, il viendra 

B ( -j- sin 9 -| — jt cos cp j = (B — G) r (q sin cp — p cos cp) 

En combinant avec les équations (i) et (5) et faisant 
r = r , on aura 

n d^ . A n dl <*8 A „ dO 
B^ r sinO + .B^ 5r cosO-Cr - 57 = o. 

u. 



Le lacti 
exacte cl on oblJuril 



le rno.iLi; ru i; 
rend le premier ni 



D6teraiinanl la constante de manii 
mouvement on ait 

= Q„ et -^ = 



'e qu'à l'origine du 



d'où, pour la vilcs.se riiiiïul. 
des nœuds ou prècession 



n-n = CrJ.ças% — cos>S) 

re de déplacement de la lig 
0„ cosO„ — cos6 



B 



\" fïquativit tlijprriitit'll? île la natation - 



•11 



iiil.iii 1 l;i deimèm 



intégrale (forces vives) ave 
ty 



ré(]iiation{'i)clenreii!|)liu. , ;iii[(>iisiiiti i —h par la valeur qui 

vient d'èlrc Irouvée, on aura une équation différentielle n 
renfermant plus que l'angle <J. ("est la su \\ au le 



Si on sait, inli'irrei' celle équation. '> sera connu e 
tion de t ; on aura ensuite '| par nue quadrature, uîn; 
d'ailleurs que 9 Le problème sera complètement résolu. 

îfy. Cas particulier d'une vitesse de rotation 
très grande. — 1" Supposons mai ni en il ni, pour intégrer 
les équations ci-dessus, que l'angle demeure à peu près 
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constant pendant toute la durée du mouvement. Posons 
alors 

e = e + e et d$ = dz. 

On aura 

cos 8 = cos 8 — s sin 8 ; sin Ô = sin 8 + e cos 9 

En ne conservant que la première puissance de e, on 
aura : 

cos 8 — cos 6 A a • a 

: — - = e et cos 8 — cos 6 = e sin 8 

sin t) 



a 



L'équation en ( -77 ) devient donc 



Tl) + ~W e_ = -F" Sln ° 

et par suite, en extrayant la racine carrée 

Bdt 



o 



dt = 



V/i/tBesinOo — GW 



On intégrera, en observant que pour e= o, on a t = o, 
par la formule : 



B / gi* 

c^ arccos r-fcBinrë; 



et par suite 

A:B sin On / Cr fl 



O'r 







/ Cr \ 

Il COS -^- t 1 



Pour que la variable e reste toujours très petite, ainsi 
qu'il a été supposé, il faut que la vitesse de rotation r 
imprimée à la toupie autour de son axe soit, très grande. 

3° La valeur de e ou de 8 étant ainsi connue en fonction 
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du temps, on pourra déterminer la précession dont l'équa- 
tion, pour e très petit, devient 

dy O e k / Cr ( 



dt B sin O Cr c 



/ o \ 

I I COS -5T- / I 



La quantité entre parenthèses varie périodiquement entre o 

d<b 
et i ; la vitesse de précession -rr nulle pour t = o ou 8 = 6 



atteint un maximum égal à 



quand 



c'est-à-dire 



Cr 
Cr 



B ' = *' 



/cB sin 9 



— CV- ' 

Elle oscille ainsi périodiquement avec une période 



T = 



Cr„ 



En intégrant l'équation de la précession, il viendra 
, k A*B . O 

^ = hf: l - CvF s,n tt ' 

Si r est très grand, le second terme qui contient r] au 
dénominateur est très petit par rapport au premier et alter- 
nativement positif et négatif, de sorte que le mouvement 
moyen de la précession se réduit, à peu près, au premier terme 



Cr 
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et sa vitesse moyenne constante est 

d$ _ k 

dt O ' 

On a d'ailleurs 

k = mgl. 

4° Comparons avec les résultats trouvés géométriquement 
(i36, 137). On posera 

d<b 

-j£- = bp; r = b; k=pl; 6 = 5 

On retrouve ici le théorème exprimé par 

pi 
bb p = -7T 

pour la vitesse de précession bp indépendante de l'angle 8 d'in- 
clinaison de l'axe de la toupie. 

On trouve, comme précédemment, pour s la valeur : 

P l B • X 

£ = vu s,n 6 

La variable e nulle avec /, croit d'abord ; elle atteint son 
maximum 

•i AB sin o 

6 max ==r £2 r 2 

lorsque -rr- t = tc c'est-à-dire 

__ 7C B 



Elle décroit et redevient nulle pour 

a irB 






r„C ' 



puis / continuant à croître, elle repasse périodiquement par 
le 



les mêmes valeurs. 
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Ainsi, la nutation est un mouvement oscillatoire d'ampli- 
tude r , g et la duré T N d'une oscillation complète 

d'aller et retour est T N = — — - . 

r C 

Cette durée dépend donc de la vitesse de rotation r t) 

et ae la forme du corps (B et C), mais ni de 

l'inclinaison initiale ô , ni de la force appli- 

3uée A% quantités qui entrent au contraire 
ans l'expression de l'amplitude. 



VT* 
CJRl 




f-7 



Chacun des festons tracés par le point A sur 
" la sphère et qui est décrit dans un temps 

D Tx = — p- correspond a une rotation 

. 2 ttA'B 



c-v* 

La largeur MM' du feston mesurée sur le cercle, lieu du 
point G de rayon / sin O , est donc 

MM' = <\>l sm 9 = — /^7T ' Sin ^o 

V4 l t\ 



La hauteur du feston est, d'autre part 

d = 



'i A*B l sin O 



C-V* 

Ainsi, le rapport de la hauteur du feston à sa largeur est 

constant et égal à — . 
Comme on a ~ 

de . A iAA-Be sin 8 — C'rh* 

jT = Sln °0 



Je 
on voit que -jr = oo , pour e = o 

jt AB sin () 
l > oiir s, 



'inax 



o;i 



on a -77- = o. 
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Les festons sont donc normaux au cercle G et tangents au 
cercle mené parallèlement à la distance e max . 

« Le mouvement du corps continuerait indéfiniment de 
la même manière, s'il n'intervenait aucune force étran- 
gère ; mais c'est ce qui n'arrive jamais. C'est ainsi que, 
lorsqu'une toupie tourne autour de son axe, la résistance de 
l'air diminue d'autant plus vite l'amplitude des oscillations 
du mouvement de nutation que ce mouvement est lui-même 
plus rapide. La hauteur des festons diminuant alors, il 
faut qu il en soit de même de leur largeur, puisqu'il existe 
un rapport constant entre ces deux grandeurs. Or, la lar- 
geur des festons étant proportionnelle à sin o il faut qu'il 
en résulte une diminution dans la valeur de sin 6 et, par 
suite, dans celle de l'angle o . C'est ainsi que l'axe de la 
toupie se rapproche sans cesse de la verticale jusqu'à ce que 
la résistance de l'air et les frottements qui s'exercent autour 
de la pointe aient considérablement diminué la valeur 
de r l . » 

1 Hélie et Hugomot. T. II, p. 17. 
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i4u. Causes de la déviation des boulets s 
riques- — Si, en théorie, le mouvement d'un boulet 
spln'nque lancé par une bouche à feu peul être ramené 
à celui de son centre de gravité, c'est à condition de lui 
supposer une perfection difficile à réaliser ; il devi 
être, en particulier, exactement centré et posséder . 
poli parlait. 

\ussi, les anciens artilleurs mii ne possédaient | 
les méthodes rigmireuscs du travail industriel aclu 
ni les précises machines-outils modernes et qui 
ployaient des projectiles bruts de fonte, putvnt-i 
observer de notables déviations dans les trajectoires i 
leurs boulets. 

Tout d'abord, les projectiles sphériques lancés pur h 
canons lisses étaient animés i't lu sortie de lame d'u 
mouvement de rotation initial autour d'un de la 
diamètres : le vent qu'un laissait au boulet pour < 
permettre le chargement par la bouche, le frottent 
contre la paroi inférieure de lïime, les chocs nccidinli' 
l'excentricité inévitable de projectiles bien grossière 
ment fondus, l'action des ga/ de la poudre Bor i 
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projectiles excentrés étaient des causes, les unes systé- 
matiques, les autres accidentelles de rotations initiales 
du boule! . 

Ce fut un des principaux problèmes des derniers 
jours de l'artillerie lisse de chercher à expliquer, à 
régulariser, à utiliser les déviations que cette dissymé- 
trie due à la rotation introduisait dans les portées. 
L'illustre mathématicien Poisson dont tant de travaux 
ont trait à la Balistique, donna une première théorie 
tles déviations. D'autre part, les praticiens, pour régu- 
lariser les effets du tir en uniformisant et exagérant la 
cause initiale des déviations, furent conduits à proposer, 
à essayer et parfois réussirent à rendre réglementaires, 
dans certaines artilleries, les dispositions les plus diverses : 
projectiles excentrés, projectiles lenticulaires, canons 
courbes, disques tournants, etc. 

14 1 • Théorie de Poisson — Poisson admet que la 
cause des dé\ialions observées dans le tir de projectiles 
sphériques animés d'un mouvement de rotation est due 
exclusivement au frottement de l'air contre la surface 
du projectile : le raisonnement physique qu'il met à la 
base de ses calculs est à peu près le /* 
suivant : 

a) Si une sphère S est animée d'un p -p/ 

mouvement de rotation de gauche à m 

droite et qu'on la pose sur un plan V[ir ^ 

rugueux PP', elle \a prendre un mou- 
vement de translation \ers la droite, du au frottement 
au contact du plan PP' (engrenage à dents très petites) 
H roulera sur le plan. 

//) Si une sphère se meut dans l'air cl esl animée d'un 

ItVLI^TIQlK. II. 1J 
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simple mouvement de Iranslalion, la pression de l'a 
6H avant est plus grande que la pression de l'air < 
arrière 

c) Si cette même sphère est animée, en outre, d'à 
mouvement de rotation autour d'un axe perpendiculaire 
au plan de tir (fig. II), le frottement à l'avant, sur l'ai 
plus comprimé, étanl plus grand qu'à l'arrière 

pression esl moindre, la sphère prendra rchiliv enl a 

plan normal l'I" à la trajectoire un mouvement dai 



(II) Projection verticale 



(tll) Projection honzor. 



sens de la rotation et décrira une Irajecluire. ST 
élevée que la trajectoire ST de la sphère sans rutatÏQj 
Pour un mouvement de rotation en sens contraire e 
sphère, la trajectoire observée serait abaissée. 

il) Si t'axe de la rotation est dans le plan de pi'ujeclioi 
flîf- r III], des effets analogues se pimluinml : fe i 
déviera du rôle opposé au mouvement 'le l'Iiémiaphi-n 
antérieur- 

Poisson a traité par l'analyse, en inlroduisanl i 

cocllieie.nl. île lïollemcnl de l'air contre le I tel, 

d'un projectile non parfaitement, spherique cl nttu | 
iaileinent homogène, en tant que ces dereeli.itjsil.es d 
nent lieu à un frottement du mobile contre l'air 
en premier lieu, les dévia lions qu'il calcule ainsi s 
extrêmement petites relativement à celles que l'o 
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observe; en second lieu celles-ci se produisent, on redite, 
dans le sens opposé à celui prévu par Poisson. 

L'analyse de ce savant ne peut donc servir a rendre 
Compte des phénomènes qu'elle prétend expliquer. 



i4'^-Les expériences de Magnus. — «Considé- 
rons un projectile qui serait animé à la l'ois d'un mou- 
vement de translation suivant US et d'un mouvement 
de rotation dont le sens serait CD autour d'un axe que, 
pour plus de facilite dans les expressions, nous suppo- 
sions vertical 'perpendiculaire au plan 
,e la figure); l'hémisphère antérieur se \if 

nomaiil de droite à gauche, les points M^ 

iliié-, sur ['hémisphère de droite se mou- ClT/j 

roui dans le même sens que le centre de C 

cavité el les points de ['hémisphère de Fig. gj. 
Huche, dans le sens opposé : les pre- 
miers auront par rapport à l'air mie vitesse relative 
llus grande que ceui de l'hémisphère de gauche. Le 

Léplacemenl de l'air entraîné par le Frotte I de la 

>ï du boute tj se lent doue, du côté droit, avec moins 
facilité que du côté gauche; par suite la densité du 
.Utile el par conséquent lu pressii>n seront. ]jlus grandes 
droite qu'à gauche. 
h II résulte de là qu'il n'y a plus de symétrie entre 
H résistances exercées autour de la direction <1 ou- 
tre ni de translation cl que les résistances étant plus 

gMndes sur l'hémisphère de droite, la pression sera de 
.■ côté plus considérable que de l'autre et agira de 
nanière à faire dévier le projectile de droite à yuuche, 

Unu le même sens que s'exécute le t vement des 

points de l'hémisphère antérieur. Cel effel croîtra avec 
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la vitesse de translation et avec la vitesse de rotation f . » 
On expliquerait de la même façon le sens des dévia- 
tions produites pour une position quelconque de Taxe 
de rotation. Ce sens est en désaccord avec l'hypothèse 
de Poisson et en accord, par suite, avec les observations 
du tir. 

L'expérience en petit et dans un laboratoire permet 
de se rendre compte de l'existence réelle de la différence 
de pression admise dans l'explication de Didion. C'est 
Magnus qui, en i85i, fit, le premier, les expériences 
démonstratives. 

Ln cylindre métallique S peut tourner autour d'un 

A axe horizontal ; un courant d'air dési- 

= gné par des flèches l'enveloppe coni- 

E plètement : deux girouettes K et B très 

T<b ^ sensibles sont placées latéralement. 

Y ltr 8<;. Si le cylindre S est immobile, les 

deux girouettes s'orientent dans le sens 
du courant. Si on fait tourner rapidement le cylindre 
S dans le sens de la flèche, la girouette A est repoussée 
par le cylindre (diminution de pression), la girouette B 
est attirée f augmentation de pression). 

L'explication qui vient d'être donnée d'après Didion 
du phénomène de Magnus, peut être analysée comme 
il suit : 

La surface rugueuse par hypothèse, ou légèrement 
excentrée, crée tout autour du cylindre un champ avons- 
liane' 1 symétrique dans l'air en repos : de chaque point m 

1 Didion. j>. \v<). 
- Ci.. 3. 



©^ 
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de la surface, la molécule d'air en contact est chassée 
dans le sens du mouvement de rotation avec une 
vitesse Rio (R rayon du cylin- 
dre, (o vitesse angulaire de 
rotation), et les filets fluides 
se referment sur eux-mêmes 
par les extrémités du cylin- 
dre. 

Si, maintenant, le cylindre 
tournant est placé dans un 
courant d'air uniforme ni, la 
vitesse relative de l'air au 
point m sera 




parallèlement à la direction du mou\ement, et la résis- 
tance sera 

F(iu + m sin s). 

Or, sîn est positif pour lous les points de l'hé- 
misphère de droite, et négatif pour tous les points de 
l' hémisphère de gauche. Donc, la résistance totale, inté- 
grale étendue à toute la sphère, donnera une résultante 
R située du côté des résistances les plus fortes, c'esl-à- 
dire dans l'hémisphère de droite. Cette résistance ne 
sera d'ailleurs plus parallèle à la direction du courant 
d'air, mais déviée, vers la droite-, d'un certain angle 5. 

Elle tendra à foire dévier le cylindre du côté tlu innu- 
tvmcnt de £ hémisphère antérieur, si ce cylindre est libre 
dans l'espace. Si le cylindre est lise, ce sonl les filets 
fluides i|ui déferont yràce au ralentissement du côté 
droit et à l'accélération du côté gauche : d'où attraction 



delà girouette de gauche cl rtrpulsîon Je l;i girouette (1 



,:, 



droite < 
entoure: 

itf3. Calcul approché de la trajectoire. — 
problème de In déviai ion îles projectiles spliériqnes inlr 
iliiîl donc dans les équations du mouvement princip; 
une résistance fjui n'est pins langent telle. 

L'angle '> 'pii détiuil à chaque instant la direction <: 
celle résistance esl une variable sans doute Irèscomple 
qui dépend de la rugosité du projectile, de SOU e\< vu 
li'ii'ilé. de si! \ ilesse de rotation et enfin de la vitesse d 
translation 

four traiter un problème simple et donner une idi 
des déviations observées, nous admettrons que le ootj 
CBl non pc.-anl il soumis à une résistance du milieu q 
l'ail un angle constant 5 avec la directio 
iiii'iil 

Ce sera, par exemple, la trajectoire d'un navire q 
machines stoppées, a sa liane maintenues un angle ii 
ou encore la projection horizontale de la Irajecloir. 
balle de tennis lancée presque horizonlalemrul avec t 
mouvement de rotation autour d'un axe vertical, 
i" Soit O l'origine du mouvement ; Ox la direclii 
n de la vitesse initiale V„; Or i 

ii\e perpendiculaire à l ).ç, 
la position actuelle du mobile. 

La tangente MT à la trajectoire 

l'ail avec l'axe des x un angle S : 

d'aulre pari la résistance i'.V i 

un angle constant 3 avec MT. 

Si r esl la vitesse en VI, la projection des fori es - 
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les axes donnera les équations différentielles suivantes : 

d (rcos9) 



dl 
d [v sin 9^ 

' dl 



= — cF cos (2 — 9) 



= cF sin (o — 9) 



La division membre à membre élimine c¥dt, et il 
re<le : 

sin (o — 9) d(v cos 9; = — cos 'o — 9) d (v sin 9) 

Kn développant, les deux différentielles et en faisant 
les réductions nécessaires, il vienl : 



v 



= — cotg O f/9 



L'intégrale de celle équation est : 







C/est l'équation de Hiodograplie du mouvement, qui 
est indépendante de la résistance de l'air. Cette courbe 
est une spirale, décrite autour du point v = o, qui 
jouit de la propriété __ 

d'avoir ses tangentes ton- /' - % \ u i / 

ri * f AD ) >~ *L. — v 

îours inclinées du même ï \ ' J.}0 

angle o sur le rayon vec- \ 

leur. On a en effet : 



l"" 1 (<r n 






Fi-. s<>. 



a' 1 Temps. — En développant la première équation 
différentielle, il \ienl : 

cos 9 dv — v sin 9 dh = — cV cos o - - 9 dl 
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ou bien, puisque 

— = — coter od9, 
v 

cos dv + sin 9 tg S dv = — cF cos (o — 0) rf/ 

ce qui s'écrira 

cos (3 — 6) dv = — cY cos 3 cos (3 — 8) dt 

Donc 

dt = — 



c cos 2 F (y) 
Par suite, le temps sera donné par la formule : 

«=- L - K rs(»)— s(v,)] 

c cos o - v ' \ u/J 

On voit que, pour o = o, cas où la résistance est 
tangentielle, le temps est bien donné par la formule ordi- 

naire ; si o = — , cela veut dire que la résistance agit 

i 

normalement à la direction du mouvement : elle ne 
dépend pas du mouvement de translation et on trouve 
un temps infini (mouvement uniforme), ce qu'on voit 
d'ailleurs d'après l'équation v = Y e-* cot &* qui, pour 

3 = — , donne v = V . 

\S" Espace parcouru. — Soit ds = vdl. On aura : 

. vdi) 

ds = - 

d'où. 



cF^.') cos 3 



s-=- L-[D(n) — D(VV 
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La longueur de Tare de courbe parcouru est donc la 
même que dans le cas du mouvement rectiligne, au rem- 
placement près du coefficient balistique c par c cos o. 

4° Coordonnées de la trajectoire. — Pour calculer x 
et j, on aura les équations : 

dx = v cos 9 (//, dz = v sin 9 dl. 

d'où 

, v cos , , v sin , 

dx = F ^ dv, dz = = „ do 

cv cos cv cos 

oii il faudra remplacer v et rfi» par leurs valeurs en fonc- 
tion de 9. 

5° Cas particulier. — Supposons, pour pouvoir faire l'inté- 
gration, que le mi.ieu résiste comme le carré de la vitesse 
et posons par suite : 

cF = I.V 1 ; 
il viendra : 

cos dv sin dv 

dx = — -j ; ; dz = — -r > 

b* cos oy o 2 cos 6 v 

dv 
et comme — = — coter ô(/Q, 

il viendra 

i cos 9 fA , sin 

dx = -. — -. — c (/O, dz = -, — : — - c/0 

b> sin o b* sin o 

et par suite, en supposant x et z nuls pour = o : 

sin î . .. 

./' = — : : , Z = 1 . r" ( I COS 0) 

b> sin b> sin o v ' 

En éliminant entre ces deux relations, on aura 

•xz 

X 1 -f- Z 1 ~. . r- = O. 

Ih sin o 



_■* 



■lf>i 
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linsi, dam le oa&cVane résistance quadi 
eti mi'' sircwifértnce de cercle. 

I.i' mobile décrira, ava 
o g- arc iini de cette circonféit 
j "\ la décrira indéfiniment 
j grale Du,i sera Unie ou i 


iii'fu.-. la trajei loù 

il de s'anéler. un 
ici 1 ou .in contrai r# 
ûvant, que l'inlé- 

ilinie 


-\y 


Exercices. — Trouver 


la trajectoire dan- 


n,, ,,,. 


le cas de 

cF(») = 


-V' 


(résistance pr 
On trouve 


p.rlionm'llo à lu vite»»). 




„ = v, ™i /"'«-• 


" ! - * eos Wfl — f ." .. [CO 


8_cos{S + e)^»-«i 


^•êf<- 


v„ 


i~nn{i + i)rvm 


i ', ',. Sur 1 histoire de la théorie des déviations 
des projectiles tournants, — « 11 semble que • ■■■ w 
liohins ijui, li' premiei . l'ii 17V'. découvrit le Lui que- la 
rouilion des projectiles prul produire des déviulions : il 
ri'iiiiirqua que, par l;i rolntinn, In direction de lu résisla m ■ 
est changée, mais il n'alla pas plus loin f-'alrraui traduisit 


i ':i:::r;;; 


, ,;!; ,, ;;i '!;;':;;' ;':,;':!'' 


i tr du boulet; il 


c l.iiiiil./inl i i -.S'! , li-.nl ri isil en liancais li' mente i m\ itiuic 

de rlnl>iiiscl ainsi qu Knln. il l'annota; comme pins lard 
Poisson, il l'ait apiR'I au Iroilruicnl de l'air, cv <|iii, ainsi 

que nous l'avons dit i i' ( i), conduit à des e fiels coati ■■ 

Ceux obsor.'és. 

« \ù\ \~\)\, bi tpicsiion lui proposét! pur l'AnelénHe . 
Berlin connue snjt'l de concours. < !e lui l'occasion de 
rerlierelies de It'iluli' li-i))J qui oMnbun les iVurls ,'■ 1 
force propulsive de la l'usée enllaniinéc : l'Académie |ir., 
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lVx.pticii1.iitn insuTlisnnle, r 
également mer des projet*.! 


r les déviations se produisaient 


■s sans l'uséi 




a Hutton 1 1S1,. .. Gassendi iKu,. 


Paixhans f.Saa), 


Teryuem (i8a6) tentèrenl * 


incmenl de donner une cxpli- 


Cation (In pli (''nom ('ne 






K Poïssuii lui-menic ( i S 


i t'cUS- 


pas ;"' découvrir la 


raison principale de ces dév 


attons du p 


Qjeotile ilniii l'esis- 


lencc était si frappante 


niais, CO 


ùne il fallait b'j 


attendre, du moment qa* 


1 s'oci'iiiiiiil 


de la question, il 


s'v enfonça ri il jilns profond 


M'aide de 


analyse 1 , il examina 


d'ahord l'influence de lu rotation de In 


Terre, et la trouva 


trop petite pour pouvoir rii 
Il traita, en second Beu, 


n ("viilicinei 




de l'inllnon 


■r de la rotation du 


projectile sur le frottemen 


dans l'air < 


'une sphère homo- 


gène el excentrique, el en 
l'influence d'une sphéricité 




ine lieu, il chercha 


imparfaite 




K On a déjà parlé dp sa 
avons vu que m, en (ont 
cause d'une déviation end 


il,!' iu 

a~. le Ilot 


;':::: { j: [ \:;::;;à:. 


coup trop faillit'. L'excenl 




s .iSiq?ii rs> 


dil. une rotation du projet 




""i"i- ■■i*»i«- 


lions ducs au fruttcinenl 




i» 


déviai! les pmj< ilw u 




' -.Mil 


résultai! de r.-\ — ! ■■.!!. 




1. rotation 


du centre de figure .mt..u 




1*8 -'--il '"• 

jra.de amplitude. 
aussi peu heureuse. 


h 1.! force centrifago Enl 


n vînt Ih.l 

M'I^'î" 

■ errons ce 


,,: [l8,t), mii esl 
! (ocllc de nfagnus 
noduite plus banl 


d'après lui. du phénomene 






., Tii>ini,'i-lMtix i iK',1) î 


■ donna, i 


U vérité, aucune 


tliebrie. omis il arrivii .in 


ioiiis g n'Ili 


conclusion exacte 


les déviations ne se Irenl pour des s 


>■'" • ncesteqjea 


si homogènes que s'il ^ ■, rotation; ces 


déiuilious -mil, en 


ma, proportionnelles a la 

I'iaIi rieur du CI 1. 


Mirlée : donc leur cause réside a 






.. I.i'cipilniiic. |.ni. -, "i,,' 


al prussien 


nu. m*;': s'occupa 



de U question : il reprit la théorie (le Poisson ol mouli 

qu'en mi suivant, les phénomènes ne pouvaient être, repré- 


sentés d'une lacon -al isl'aisaule 


<i L'explication définitive lui parait celle-ci : « Soient 


deux élément- de -uit.iie \ el 1! également éloignés- d'un 


„ diamètre PQ tiré dans la direct ion du mou- 


r 


^ veinent ; devant l'élément H dont lu viles» 


^V 4 est augmentée par la rotation, il y a m\p 


t 


) plus grande condensation de l'air que devant 
— S l'élément A dont lu vitesse est diminuée par 


Vj 


la rotation, On >oit que si Otto avait pris eu 


Fîg. <ji. considération la couche d'air adhérente nu 


houlel. il iiiiriii! possédé la solution déiini- 




1848, comme tltto. I.i théorie de IWson el la soumit il uni 


critique se i : il appnrl \ équations de Poisson, un 


simplification oui lui donna la trajectoire do rentre 


figure, au heu de celle du ceiilre de irmulr el lui permit 


de calculer le IVotlemeiil tam;culiel ; il montra comment 


des sphères excentriques evVulenl d'abord des m 


complètes, puis plus lard oscillent comme un pend 


autour du rentre de jjravUé. Ses résidlals so,,l n,^.. 


rnJi'.u'dè "f '<"';^' «/ ! I!" \ LV. 1 1« i't ' "-Wh*:! i-ViWUi'ut-.-*!"") ,j'. . 




u Quatre années plus lard, en iNVi, . Magma donna 


l'explication entièrement satisfaisante, û lu suite d'expé- 


riences systématiques de laboratoire '. » 


i',» Recherches expérimentales sur les pro 


jectiles excentrés — tën même temps qu'on chen liai 


l'implication du phénomène, "il l'oljsen.'ul SYslélIlatiqu* 


ment et. on tiurhuit d'en rendre les eiléls constants H 


Utiles 


Ainsi. ;i»t des projectiles c\ cru triques (cnl. il '" 


p = -...H'-, excentricité n'".on-2) nous l'angle rie y.c. Dî-fioi 


1 Cm™, 1, r . ■'■■:. 
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( 1 8'ty) obtient, à Metz, avec le centre de gravité placé initia- 
lement au-dessous du projectile de manière à produire une 
rotation vers le bas, une portée de i ioo m . Avec le centre de 



o 



Fijî. <yi. 



O 

Fig- 93. 



totfayravîte' 




gravité au-dessus, de manière à produire la rotation vers le 
haut, la portée est de i4'i<> m . 

La rotation produit reflet d'une force verticale de '2 U, ,5 
relativement à la gravité o u \8i, c'est-à-dire considérable. 

Le major lleim à Ulm (1848), avec des obus excentrés, 
lancés par des mortiers obtint des trajectoires complètement 
rétrogrades comme celles figu- 
rées ci-contre. 

« Avant l'adoption des ca- 
nons rayés, de nombreuses 
études et tentatives ont été 
faites soit pour annuler cette 
rotation, soit pour la régula- 
riser. 

« T lié roux propose, du 
moins pour les bombes, de munir le projectile d'un appen- 
dice cpii ne pouvait s'en séparer, c'est à-dire un autre pro- 
jectile plus petit réuni au premier par l'intermédiaire d'une 
chaîne. Comme la rotation que tendait à prendre la bombe 
n'était pas très rapide, le second projectile, restant en 
arrière, empêchait la rotation du premier 1 . 

« D'autres dispositions ont été essa\ées, maiti elles ont 
donné des résultats nuls ou tellement médiocres, qu'ils ne 

* L'idée de munir dune sorte de queue stabilisatrice les projectiles pour 
leur assurer une bonne régularité «le mou\ ornent a été appliquée mémo 
a\eo les projectiles oblonj^s. \u moment des rooliorcbos entreprises au 
polygone de (îà\ re pour l't mploi de l'artillerie ra\éc 1 1 N.Vj emiroin on a 
expérimenté des obus oblon^s lamés par dos canons lisses, mais munis à 
I arrière d'un fniihcrt qui formait un prolongement souple du projectile. La 
tenue dans I air de ces obus oblon^s a été satisfaisante et leur pointe était 
toujours couebéo sur la tangente de trajectoire. 
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petit que I angle 



i ;<< Projectiles lenticulaires. — Avant l'adoptù 



S 



l|,.:i,..,,!.,l I ..,.■ .lin 
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de tore avec un vide excentré et le tire dans un canon à 
àme ovoïdalc. 

De Saint-Robert (art e italienne) (1877), proposait un ranon 
courbe, concave vers le bas et lançant un projectile lenti- 
culaire. Le frottement sur la génératrice inférieure de 
1 àme engendrait la rotation. 

Knfin en 187 3 la marine française a essayé des mortiers 
à disques : un tenon fixé au disque s'engageait dans une 
rayure parabolique de lame du mortier ; ou encore le 
disque a\ait son pourtour taillé en dents de scie sur les- 
quelles agissaient les gaz de la poudre. 

« Les qualités des projectiles oblongs qui ont fait 
remplacer les projectiles sphériques et les projectiles lenti- 
culaires sont : i° la précision ; u° la niasse relativement 
considérable qu'ils possèdent à égalité de section par rap- 
port aux projectiles sphériques et a fortiori aux projec- 
tiles lenticulaires ; !J° la possibilité d'employer une fusée 
percutante. 

« Les projectiles oblongs ont été proposés, en 184 5, par 
le général italien Cavalli 1 ». 



% 2 . — Mouvement dans l'air 
des projectiles discoïdes 

147 Hypothèses — Outre le cas du mouvement 
d'un corps de révolution dans Je vide (chap. vu, .§ 2]', 
il existe un second cas où le couple de la résistance de 
l'air est nul : c'est celui où la résultante des actions de 
Tair passe constamment parle centre de gravité du pro- 
jectile. 

dette circonstance se présentera, à peu près, dans le 
cas du momement de disques tournants, tels que les 
projectiles c\ lindriques homogènes, à condition toute- 
fois qu'on admette que, sur l'avant du mobile, la résul- 



1 Sivcci, 



p. 1 >.î 
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tante dos actions de l'air est normale et passe par le 
centre de gravité de la tète, et que sur la partie cylin- 
drique, il en est de même, pour la même raison de symé- 
trie. 

(Hes hypothèses ne sont certainement qu'une pre- 
mière approximation du phénomène physique 1 ; il en 
est de même de la loi d'action de ^ 

l'air qu'on admet pour pouvoir trai- 
ter la problème, et qui est la sui- /Fi- 
xante : 

Si un plan a .3 se meut dans l'air V :„ ,^ 

a\ec une vitesse v et que sa normale 
tasse un angle 8 avec la direction de cette vitesse, la 
résistance que l'air lui oppose est due à la seule vitesse 
normale *> cos 8 appliquée au centre du plan. Elle sera 
donc exprimable par la formule 

S,F (v cos g), 

Sj étant la section du plan a?. 

I,n second plan a' ,3' perpendiculaire aurait une résis- 
tance donnée par la formule S 2 F (v sin o), S, étant sa 
sert ion. 

La nature de ces hypothèses ne permet d'espérer, par 
leur développement, autre chose qu'une indication qua- 
litative sur les phénomènes qui se passent en réalité. 
Kilos suffisent cependant pour expliquer certains niou- 
>onienls balistiques, d'apparence paradoxale, qu'on peut 
avoir l'occasion d'observer. 

1 Kn particulier la résultante ne passant pas exactement par le rentre de 
gravité, il se produit un couple perturbateur <pii donne lieu à des phéno- 
mènes de prëeessiou et de dérivation analogues à ceux qui sont étudiés au 
chapitre i\. 
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1 48. Équations du mouvement des projectiles 
cylindriques. — Supposons qu'un disque soit animé 
d'une grande vitesse de rotation autour de son axe de 
figure, et qu'à l'origine du mouvement, cet axe coïn- 
cide avec la tangente à la trajectoire qu'il va décrire 
dans l'air s*ous l'action de la vitesse V qui lui est 
imprimée; l'angle de projection est a. 

Tout d'abord, la vitesse de rotation restera inchangée, 

et l'axe de rotation conservera une 
direction fixe dans l'espace ; pre- 
nons pour axes de coordonnées 0;, 
direction de la tangente initiale, et 
0£ perpendiculaire. Soit M un point 
de la trajectoire et l'angle de la 
tangente MT avec la normale au plan 
de la tète du projectile. 
D'après les hypothèses faites plus luuit, les compo- 
santes de la résistance seront : 



\U ..j 




Fig. 100. 



suivant 0; : 
suivant 0£ : 



S, F (r cos S) 
S., F(i>sin 0) 



do sorte que les équations différentielles du mouvement 
seront, en projetant d'abord sur 0;, puis surO £ : 

(f 

= — f/sina — S,F(i'coso) 



<ll 



-.—?■ = <] cos a — - S, F (r sin S) 



Mais, on a 



— - - = r cos 
(Il 



ol 



17 



v sm 
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Par suite, les deux équations différentielles devien- 
nent : 

d 'v cos S) 



dt 



= — g sin a — S ± F (t» cos o) 



d (v sin o) ci?/- ^ 

— i — = q cos a — S, r [v sin o ) 

a/ ° - \ / 

Ainsi donc, les variables sont séparées ; les deux mou- 
vements suivant les axes sont indépendants l'un de 
l'autre, et sont ceux d'un point lancé verticalement en 
l'air, problème dont la solution est connue J . 

On aura : 

xcos* d(vCOSù) 



suivant O 



Jf%V C05 ff 
— r 
v (j sin a -f- S A F [v cos S) 

•/v„ <y sin 



»l'COS$ v cos 2 ^ / t , cos g^ 



</ sin a+ S, F (y cos o) 

et, suivant O^, deux: formules analogues, au signe près 
de g au dénominateur. 

L'élimination de v cos 3 donnerait une relation entre 
? et /. 

L'élimination de v sin o donnerait une relation entre 
r et /. 

L'élimination de / donnerait enfin l'équation de la 
trajectoire. 

M9 Formes de la trajectoire — i° Le mouve- 
ment suivant l'ave O; est celui du mouvement ascen- 
dant ; la vitesse r cos part delà valeur V , diminue et 
s'annule eniin pour une certaine valeur (/ s , ç s ) ; la 

' C11. 6, chap. 111. 
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vitesse v sera alors dirigée parallèlement à Taxe 0£. A 
partir de ce moment, le mobile redescendra et son mou- 
vement, parallèlement à Taxe des ?, sera réglé par 
l'équation : 

rf(ucosS) . , ^ 

, = g sm a — S 2 b [v cos ù) 

qui est celle du mouvement descendant. 

2° Suivant OÇ, on a un mouvement descendant, par- 
tant du point avec une 
vitesse V sin 8 qui est 
nulle, puisque o = o. 
La quantité v sin S aug- 
_ mentera donc constam- 
ment jusqu'à une vitesse v' 
terminale , donnée par 
l'équation : 

g cos y. = S 2 F (V sin A) 

A étant la limite de o. 

D'autre part, l'autre 
équation du mouvement 
suivant O;) donnera entre v' et A la relation finale : 

(j sin a = Sj F [v f cos A) 




Fig. ioi 



On peul donc déterminer A et // par cette double 
relation : 



>° Application. Soil, par exemple : 

Y (y) = B n i» n . (/i> o). 
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On aura pour déterminer l'angle limite A, l'équation 

Si 

Si S 2 est très petit relativement à S 1? on a A = — • 
Si S t est très petit relativement à S 2 , on a A = o. 







1£. IO*>.. 



ig. io>. 



Fig. 104, 



rig. 10.). 



Dans le cas où A est différent de ces deux limites, la 
courbe {11) admettra nue direction asymptotique qui sera 
inclinée dans un sens ou dans l'autre relativement à 05 

selon que A sera plus petit ou plus grand que - a. 



La condition A < — — a revient à tg A < cotg a, c'est- 
A-dire 



d'où : 



lg n A < cotg n a 

S S 

■^t- cotg x < cotg" a. c est-a-dire tg n ~~ ! ol<^-~- 

^2 *^i 



Si cette condition est réalisée (a > o), la trajectoire coupe 
une seconde lois la verticale du point de départ et le pro- 
jectile re\ient ainsi en arrière. (Test le cas que représente 
la ligure 10 >. 

11 existe une branche ascendante de la trajectoire en 
amont de l'origine (branche 012). Elle correspond au mou- 
vement ascendant depuis i>— oc jusqu'à 1»= \ sur la tan- 
gente (Jl et depuis u = oc jusqu'à v = o sur la ligne O^. 



2;4 LE PROJECTILE 

Pour déterminer la direction de la trajectoire au point Q, 
remarquons que la trajectoire est, pour les très grandes 
valeurs de v, presque rectiligne [g négligeable devant F(v)] . 
L'angle 8 varie ainsi très peu -et est très voisin de sa valeur 
initiale 8'. Supposons F(v) = B n v n , les équations du mou- 
vement seront ; 

dv 
cos 8' —rr = S L v n cos n 8' 
tu 

sin 6' —y- = S >v n sin n o' 
dt 

ce qui exige, en divisant membre à membre, que 

S 
S x cos 11 " 1 8' = S 2 sin*- 1 8' d où tg n 8' = -7/ ; 

8 est l'angle limite, pour v = oc, de la trajectoire. 

4° On pourra donc figurer l'ensemble de la trajectoire 
par la figure 106 qui présente une boucle. 

Si 



4 -f- 


on a 


ô' = — 
2 


A— 0, 


on a 


o' — 0. 



Le cas où, par exemple, S 2 serait petit par rapport à 

y* 

if 

o! 

A 





Fig. io(3. Fig. 107. 

S x est celui qui est représenté fig. 107. La trajectoire 
présente un point d'inflexion. 
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Dans tous les cas le point de chute s'obtiendra en 
cherchant l'intersection de la trajectoire et de la droite 
-5 = Ç cotga. 

i5o. Cas général- — Supposons maintenant que 
Taxe de rotation du projectile ne coïncide plus, à l'ori- 
gine, avec la tangente à l'angle de pro- 
jection. 

Prenons pour axes OX, l'axe de figure 
du projectile à l'origine et un plan YOZ 
perpendiculaire à OX. Ce plan sera 
celui de l'équateur à l'origine du môu- 

. Fiff. 108. 

vement. D 

Sur OX, la somme algébrique des projections des 
forces qui sollicitent le mobile arrivé en M et resté 
toujours parallèle à lui-même, sera composée d'un terme 
constant dû à la pesanteur, et d'un terme dû à la résis- 
tance de l'air, fonction F(i» cosO) delà vitesse v cos Q du 
mobile estimée suivant cet axe, d'après les hypothèses 
qui ont été faites au n° i4"- 

Le mouvement du centre de gravité parallèlement à 
l'axe OX serait donc celui d'un disque isolé et sera réglé 
par les équations du mouvement vertical. 

Sur le plan fixe YOZ, la somme algébrique des 
forces qui sollicitent le mobile sera composée d'un terme 
constant provenant de la pesanteur et d'un terme 
F (v cosfi'} fonction de la projection de la Mlesse sur 
ce plan, toujours d'après les hypothèses faites. Et celte 
résistance sera taugenlielle relativement à la projection 
de la trajectoire sur le plan YOZ, de sorte que le mou- 
\ement de la projection sur ce plan i° est indépendant 



élu mouvement suivant l'axe OZ; a" est le mouvement 
d'un point i un li' 1 rit 'I soumis à l'action d'une fb« 
tante el d'une résistance tangenUeUe, — C'eal donc le 
problème ordinaire de la Balistique fin point matériel. 

La question est ainsi ramenée à l'étude il ve* 

nienl île (!cu\ projectiles, l'un ipii glisserait suis frotte 
niciil sur 1 Ji\e des x en le louchant par sa jjéiiiT.itrii •<• 
et auquel on aurait imprimé une vitesse initiale égale 1 
la projection sur cet axe de la vitesse initiale du projet 
tile libre; le second «jui fdisseraîl sans liollemsnt soi 
le plan des yz en le touchant toujours par sa I 
auquel on aurait imprimé, à l'origine, une lilessc l'^-ale 
la projection de la vitesse initiale sur le plan yz. 

l'.es deux projectiles sont les projections du projet 
réel pendant son mouvement dans l'air 

i5i . Projectiles discoïdes- — Entre les projet 
tiles cylindriques dont la théorie vient d'être exposée . 
i les projectiles discoïdes, la dilTércne 

$0 suivante : l'axe de rotation des premiers i 
i dans la direction de la ligne de projeclioi 

Fig, tôt). l'ave (le rotation des seconds est perpendle 
laire à celle ligne. Exemple des projectuV 
discoïdes : palet lancé avec mouvement de rotation inilii 
Mais, au point de vue de la théorie, les deux genres .1 
projectiles conduisent à ta même Irajfctoii'e : on , 
supposé seulement, en effet, pour établir les for mu les, que 
le mobile était de révolution et se maintenait parallèle- 
ment à lui-même, pendant loul le mouvement. Ce paral- 
lélisme doit sa conservation au mouvement de rolalî 
initialement donné au projectile autour de son axe 
révolution. 



PROJECTILES SP1IÊI11QI ES ET DISCOÏDES 

Les propriétés des projectiles discoïdes d'avoir 
trajectoire en certains cas réirugrade ci i-;«|>;iIj1<? pat suite 
d'atteindre un lui! caché derrière an couvert on 1 attiré 
l'attention de quelques artilleurs et on trouvera dans la 
traduction française do la Itidrslique de. Sîaci.i une note 
du colonel Chapel qui préconise ce genre de projec- 
tiles '. 

Jusqu'à ce jour, l'artillerie ne les a pas utilises 
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I.c problème à résoudreesl exactement celai qui .1 <■!■ traité 
an ]i n i "m sous le nom de cas général. Soit Or la verticale 
du point de départ (I. l'renons pour axe des .- l'intersection 
du plan horizontal en O avec le plan du boomerang â l'ori- 
gine. Le plan vertical H >.r esl 

coupé par le pliin du li r 

rang suivant la H roi te QY, 
ligne de plus grande pente île 
cep!an._ _ 

La \ilcssc initiale V , qui 
est dirigée d'une maniera 

queleonque se décomposa in 

une vitesse \ „ située dam b) 

iiin\. 

ment du boomerang 
ii glisserai! sur ce plan en étant 

la résista née de. l'air litngcnlielle et à la composante 
pesanteur qui esl ;/ sin -;, -; étant l'angle du plan ÏOj! 
61 du plan horizontal. La vitesse initiale esl V„ et l'ongN 

de pmjeelion 1. (ioniinc le boomerang se présente par -,i 
tnmclic, la résistance de l'air sera 1res pelile il négli- 
geable cil première approximation. 

Donc, la projection de la trajectoire sur le plan > I \7. c-t 
larsbole avant sou axe parallèle à OY et d'équation. 

-, _»; '"■■? 



Pendant ce temps, le mouvement sur l'axe \ esl 
i d'un boomerang lancé verticalement de bas en liant 
et présentant sa l'ace large à l'air; 
■sis tan ce do l'air sur celle lace ri .1 
; de la pesanteur. Il atteint un point 
e ensuite du coté des \ négatifs, mais 
evient bien vite constante el égale a la 
anse de la grandeur de la suHarr en 



c l'a 



ivcments, résulte n 



si-iir.nnji U il' niSCOÏiirs 



a;9 



» variée, suivant les conciliions 
i mettent en jeu trois données 

:i i lu 1 1 :i i i*-s le jiitui \i\'/,. Vnmflr tir pnijrrlt.ui du binmiernnti, 
la rili'HSf il,- jiritji-rliuii. Ainsi, comme cas particulier, l'iris- 
li un icii I pourra mouler cri li^nc droite suivant la lipne île 
pins prande pente DV puis redescendre suivant la même 
ligue, (ic même qu'un corps pesant lance du bas en haut 
moule et redescend snivanl In verticale. 

V l.i' chavirement dr' l'instrument se produira quand, par 
suite de la diminution de la vitesse de rolalion due à 
l'action permanente d'un couple produit dans le plan 
Rloyen par la résistance île l'air sur la branche du boome- 
rang, la .stabilité autour de l'axe naturel ne scia plus 
assurée. La loi de la chute sera alors Ion! aulrc que dans le 
cas -impie qui vient d'être traité. 

lin nlilieiil le. mêmes cll'els que ceux i\u boomerang en 
lançant des disques plais, ou des ardoises très minces 

auxquels ou coinu ique au départ un rapide mouvement 

de rotation autour d'un axe |M-rpeiidinilaiie à leur l'ace 



3. Sur la solution du problème balistique 
principal. — La solution si simple du problème balis- 

■ ique principal qu'on obtient dnns le cas des projectiles es lin - 
driqurs tournant autour de leur axe de RgOM t \<j. cl qui 
tient à la possibilité de rendre îiiitc|.iiidaiils l'un de l'autre, 
ili-m mouvements perpendiculaires du projectile, a été 
appliquée par plusieurs auteurs, au cas du mouvement 
d'un point matériel. 

Voici ee que dit de Saint- Itoberl. ■ de celle solution 

erronée. 

Lorsque le mouvement a lieu dans le vide, ou dans un 

inili pu résiste eu raison de la simple vitesse, le i \>- 

nient du projectile pcul se décnnqmscr en lieux nulles 

mouvements, selon deux axes quelconques, qui s'effectuent 
indépendamment l'un de l'autre, comme s'ils avaient lien 
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l'autre. Mais cotte décomposition n'esl plus 
<!■■■- la ii'-srsIiiiH'i- esl exprimer par toute nutrc 
hi \ilesse : pari'i 1 ijiii' 1rs mm posantes de lu 
livant deux axes coordonnés ne sont propor- 

II V rniii|iosaii!es de l;i vilesse suivnnl 1rs mèriirs 

us le cas de la résistance < 
ière puissance de I >i vitesse ', Pour 
1 1 1- de cette circonstai 
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i54- Mode d'action de l'air — Quand un corps 
Bolide se déplace dans l'air, la résistance qu'il éprouve 
est l'ensemble des actions du milieu uni fissent sur la 
surface et modifient à charnu» inslanl U> mouvement du 

solide a nis, d'autre pari, à la pesanteur appliquée à 

son centre de gravité. 

Soil un solide de révolution, de forme analogue à 
relie des projectiles ohlon<;s de l'artillerie actuelle : con- 

siilénms ee corps en neincnl à un instant de son 

trajet dans l'air G eal le centre de gravite et GT est la 
tangente à la trajectoire de ce |i<iint, cV-i-Fi-ilin' HT <-i 
la direction, à ['instant actuel, de la vitesse de translation, 
Su corps Si.au même instant, la direction GA. de l'axe 
île révolution du solide ne coïncide pas avec la direc- 
tion GT île la tangente, la résistance est dite otOQue. 
Elle est bmoentielte quand H\ et HT coïncide ni elc'csi 
dans celle hypothèse (pi'n été traité le problème bâbV 
n|ii'- principal. 

En raison de la symétrie du safide 1 de révolution, les 
actions du milieu gonl symétriques deux ft dete* p» 
rapport au plan mériilien <\<i pn>jc,lile qui curitionl le 



tangente GT et l'axe 
une résultante unique 





h, ,,, Vppliqu. 

lie de gravité G deui 
forces opposées If el U" égales ri parallèles à It ; 
peul grouper les trois Forces I'. Il' el H" de la maoièi 
suivante : 

i" Lu force R" qui, appliquée an centre 'le gravité 
modifiera le mouvement de celui-ci, 

■j." Le couple RR' <|iii tend ;'i faire tourner le projei 
autour d'un axe perpendiculaire an plan île la rési 
lance, 

La direction de In lime IV ne conïcidera pas, 
néral, avec la direction de In tangente GT. On décohi 
posera alors relie force R" ru deu\ autres situées daiu 
le plan de la résistance, savoir GT' dirigée sui\ 
langt'iile el (i\ dirigée suivant la perpetidirulari 

tangente. 

En résumé l'action de la résista 
qnéceii f'.. équivaudra à l'action 

i° D'une force retardatrice GT' dirigée : 

l:uif,'i'tili' à la iiaje.-l'iiii-. en sens inverse du iiunm>in 
■:>.' D'uni- luire rfi'-ririlrirr C,\ dirigée |>ei pendiru 

menl a la tangente GT el située dans le plan de 1/, r 

taure ('. \ï : 



DEtUVATIOD DES PROJECTILES OBLOSGS ïB'J 

\\" D'un couple perturbateur \\W situé dans le plan 
de ta résistance. 

Si le centre de résistance C esl en avant du centre de 
nrat'îté (.. la pointe du projectile, par l'effet du couple, 
tendra à s'éloigner de ta tangente ; elle tendra à s'en 
rapprocher si C agi. en arrière de <i Ce dernier cas 
correspond au mouvement de In Biche dont les pennes 
placées à l'arrière tandis que le centre <!<■ gravité esl voi- 
sin de la pointe' , présentent à l'air un plan résistant qui 
agît toujours pour concher la Sèche sur la tangente à la 
trajectoire. On rapprocherait encore le centre de résis- 
tance du centre de gravite* avec les projectiles obtongs 
tancés par des canons rayés en pratiquant sur le culot 
des cannelures sur lesquelles agit la résistance oblique de 
l'air. 



i > i Action de 
tournant- — Lesp 



esistance sur 



i proje 



s applique n 
corps de ni 
le projectil 
linii autoui 



proie 
geste 
l'axe 



nié d'un mouvement rapide de rota- 
axe de figure. Si au moment ou le 
uitir la bouche de la pièce, la tan- 
rr «In centre de gravité coïncide avec 
résistance de l'air, à l'instant initial, 
a la même directi [ue ces deux lignes. Mais la lan- 
gent* s'abaisse d'une façon continue sous l'influence de 
la pesanteui et se sépare bientôt de l'axe de figure qui 
tend à rester parallèle à tui-mèmo a cause du tnouve- 
1 1 it-ii i de rui.itii.il La rèsist'inre deviendra donc immédia- 
tement oblique. 



I.K l'RlUECTlLË 

Une seule dos propositions énoncées au numéro | 
cédenl pourraîl être mise vu doute : c'esl celle relatif 

à ta symétrie des actions de l'iiir par rapport an plan 
méridien du projectile qui contient l'axe et la direction 
Je lu tangente. L'expérience montre, ainsi qu'on l'a 
VU i 4' - ' | lt< "- lorsqu'un projectile tourne, lit pn-sM' ■ 
île l'air esl moindre du côté où l'air .se meul dans 
même sens qui! ht surface du projectile. 

Mais, avec les projectiles nblongs actuels qui 
bien symétriques el (juise meuvent à 1res peu près 
la direction de leur axe, la rotation du projectile 

sensiblement normale à la direction du ive ni 

llmic, le pliénmnène de Magnus n'inler\icnl pas, dans 
le cas de ces projccliles, el la symétrie des actions da 
I aîrdiiil èlrc admise comme réalisée en pratiqii 



iod. Calcul de la résistance oblique — 
trouve, dans la plupart des traités de Balistique, le 

cul, pour un projectile de l'orme il ice, des cm 

saules normales el langentielles de la résistance ainsi 
celui du couple perturbateur du mouvement 

Ces calculs qui son! basés, ainsi qu'on le verra 
paragraphe suivant, sur certaines hvpolhèses, plus 
moins justifiées, relatives à l'action de l'air sur les sur- 
faces courbes el auv lois tic la résistance sur nu élément 
I >la n. m- peuvent guère donner que des indicalimis qua- 
litatives sur les quantités cherchées. 

\Iais, fort. Iieureusement, le problème mécanique 

se traiter d'une manière générale, -ans rien c lait 

des résultais numériques de ces calculs, à condition 
la théorie el la pratique se tiennent exactement dans 
mêmes limites, c'est-à-dire qu'elles supiiosenl lonl 






1IKIUVATION DES 



.KS 0BLOKGS 



deux que l'angle de la taugente à ta trajectoire el • l« - 
l'axe dit pmjYrlik' reste Imijuius livs petit, "" doit reje- 
ter ru effet comme défectueux et impropre ou service de 
l'artillerie, toatprojectile qui ne chemine pas daru Taïr la 
fiiiinh 1 Iri'.isriisili/sinrtil ru nrnnl. 

C'eal te problème ainsi restreint dit de la dérivation 
des projectiles oblongs que nous allons aborder mainte- 
nant. 



dm 



f-t~. Expression des forces 
plan UiT de la résistance, GT la tangente a la traje 
toire du centre de gravité G, GA l'axe de figure du pr 
ji'dilf.' : ces deux droites font, en- 
tre elles, un angle 3 qui est sup 
posé tris petit pendant toute ta 
durée du mouvement 

( ; esl le centre de résistance i <ù 
i'-i appliquée la résistance oblique 
II Transportée en G, elle se décompose an deux : GT 
esl h résistance tanoentîelte, G\ as) \& force dèviatrice 
Enfin II. GC, li esl leeottpfewirturtoteur. 

Soit S, l'angle de II avec l'axe GA du projectile; 

l'angle S, esl i fonction de o qui s'annule avec ce 

dernier angle el change ili 1 signe avec lui, Si on pose 
donc 3, - s{3), le développement par la série dcTay- 
lor donnera': 

3, =A5 +*,«'+■■ 



Ce qui, |i"m les petites valeurs de r -, c luii à |»i* 

-iiii|.li'iiii'iil : 

8, = kl 



LE piio.iEnmE 
i R"GT', on a : 



ou bien, vu In petitesse île o, cl ô et la 
GN = GT"(fc — iil 5 



Pour des petites valeursde 5, la /brce dèoiatricei 
Sera donc, par hypotbôse, 1res | >i-.| î Le relativement à 
ivsistaïu.v liiFif.'i.'iilii'IlnfîT'. Aussi, pour l'élude du mmi- 
\eineiil du centre de gravité G, on pourra faire ah< 
lion de la force déviatrice qui (end à faire sortir 1 
centra de gravité du plan de projection, en premier 
approximation toul au moins, (il considérer par suite 1 
cas du mouvement, dans le plan de projection, d'il 
simple point matériel dans un milieu qui lui opj 
une résistance tangentielle. Telle est, comme on : 
l'hypothèse qui est à la base du problème balietiqi 
principal. 

De plus, à cause encore de la petitesse de ô. la i 
lance oblique H" esl e\lréinenieril voisine de la i 
tance tangentielle, dans l'hypothèse S = o, cl en dilli 
par mi terme de l'ordre de S 1 . On iluii donc, aussi 
dans le mouvement principal que dans IVtude des r 
de la force déviatrice, remplacer ta résistance l(" 
mcF(v) (m est la masse du projectile et < T' u l'accj 
léralion ducà la résistance). D'ailleurs on pourra leui 
r. impie dans 11 ". en seconde approximation, de la v 
de 3, Boil expérimentalement, soit même par un cale 
ihéoi ique igfi . 

On aura, par suite : 
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Yn-élérniinn de la résistance tangeniiette -. 



décélération de la force déviatrice s : 

Suit, maintenant, / In dis taure du centre de gravité ti 
an centre C de résistance : le moment 8JB du couple per- 
tui'bateur aura pour expression 






Kn remplaçant U el '\ parleurs valeurs, il viendra : 

La première formule traduit l'hypothèse fondameii- 
lale qui est à la hase <\\\ problème balistique principal. 
Les deux autres vont permettre l'étude du problème 
secondaire de la dérivation. 



§ a . — C A 1. 1:1 1 DE LA il insistance 

1S8. Problème traité. — Nous voulons obtenir, poui 
/,■ eu de 8 irèi petit, une évaluation des quantités k et / 

1 1 ■ 1 i figurent dans les formules du numéro précédent. \uus 
hissons ainsi >\ slrmot i<]iioiii'>ii I île l'Air le problème i;eiii'r,il 
d'- l'.'ii'lion île l'iiii' sur un projectile qui se présente hmt une 
nliliipiilé un peu nulnltle. Les Inpnihéses nécessaires [tour 
li.iiliT je proliléme sont, eu ell'et. Irnp incertaines. ou pour 

BrieMxdiretro]ieeHninemeiil vicies pour qu'on puisse en 

espérer qiielqueresull.it un |>eii précis au ]H>îiil de vue mimé- 



riipie. Nntis bornerons initie reclierclie an ras mi l'inclina 
son Best 1res faible et tend vers zéro. 

L'hypothèse nécessaire est la suivante : l'action dt tû 

sur un rli'men! <!•' mirjiuv rsl siijifiu^i-r nuriiiidc << rrlte *itrfnn 
eût in- dépend ijiie de la composante normale de la altesse r ' 
Hue de l'nir. 



Ainsi, on ne lient pas 


compte de la position de chaque 


élément par rapport au c 


i deU rarface; pourtant, il 


est bien évident nue. Min 


ml que l'élément d. turface, aw 


lu même inclinaison, se 


rouve .m milieu ou nir les Itords 


de la surfera, il doil e 


ister des différences d'action de 


l'air; ce llnide,en eflët, r 


!■ s'écoule pasdela même façon et 


pat suite donne naissance 


à une réaction normale différent! 


en ces deux points. 





i5i). Principe du calcul. — Ces restrictions l'ai 
soient d<s un élément de surface, v x la vitesse normale i 
l'élément. ill\ la résistance élémentaire normale à la s 
face <h. On aura : 



dR = 



! lh. 



Le problème ne pourra se traduire en formules que s 
i] admet, que la loncfion V[v) est de la tonne B„i' B . 

(In a in ii donc, avec cet te livpolbrse su II Isa nie pour l'objet 
le P étude actuelle : 

</H = B n t>Sd«. 



r calculer la résistance totale H 
position de l'axe \V du projectile, la 



:■ la direelio 
■veulent TT' un angle 3. on suppose le projeclile 
li\e <'l l'air animé d'une vitesse c suivant l'T. 

On décompose alors la surface du projeclile eu un cer- 
tain nombre de zones séparées par des plans perpendicu- 
laires à l'axe de révolution. Cl.aijur /< sera assimilée ,i la 

surface extérieure d'un tronc de cône ou d'un cylindre 

Soit, no lie ces Ironrs de coin- élémentaire représenté s 
la ligure i i i ; on le décompose à son lour eu petits i,,, 
pive- compris entre deux lîénéralriecs. Comme o 
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Fig. 114. 



que la résistance dépend seulement de la composante de 
v normale aux génératrices, la résultante totale sur un 
trapèze passera par son centre de 
gravité. Tous ces centres de gra- 
vité sont situés sur le cercle mm' 
parallèle aux bases. 

Les résistances, sur chacun des 
trapèzes, étant normales aux gé- 
nératrices du tronc de cône, for- 
meront donc un cône circulaire 
droit ayant le point G pour som- 
met et pour base le cercle mm'. 
Le point G est le centre de résistance pour le tronc de cône 
élémentaire considéré. 

Toutes les résistances élémentaires sur le contour du 
tronc de cône auront une résultante 1\, située dans le plan de 
la ligure et comprise entre la direction de Cm (inclinaison 
maximum par rapport à 8) et Taxe XX' (qui est la limite de 
cette résultante pour 6 = o). 

L'angle XGK est l'angle 8 X considéré au paragraphe pré- 
cédent (1ÎÏ7). 

Si maintenant on prend un projectile de forme ogivale 
(ou, dune façon générale, un solide de révolution), on 

pourra partager la courbe généra- 
trice en parties, trois par exemple, 
et les zories tronconiques correspon- 
dantes donneront les composantes 
élémentaires 9^ cp 2 , 93 de la résis- 
tance. On prendra la résultante H, 
qui fera un angle ô t avec l'axe et 
passera au centre de résistance G de l'ensemble du solide. 

On passera ensuite à la limite 8 = o, si on veut obtenir 
les valeurs de / et de k. 




Fig. 



ii). 



i(>n. Calcul de la résistance oblique sur un 
tronc de cône. — i° Prenons, pour origine, le point G, 
centre de résistance du tronc de cône et pour plan jGj* celui 
qui confient Taxe du tronc de cône et la direction G\ de la 
\itessc du projectile, inclinée de l'angle 0. 



mus non:. 



11. 
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P ? 



Considérons la résistance le long de la génératrice définie 
par l'angle \ que fait son plan méridien avec Cj ; la nor- 
male CN à cette génératrice 
fait avec OV un angle s. Soit 
d'ailleurs y le demi-angle au 
sommet du cône. 

On aura, puisque v cos e 
est la projection de la vitesse 
de CV sur CN : 




Fig. ii G. 



dl\ = B ft v n cos n s de. 



Si L est la longueur de l'arête PP' du tronc de cône, 
p le rayon moyen (mn) du tronc de cône, on a 

da = pL dx>. 

•i° On aura donc, comme projection dX. de dl\ sur Taxe 
des X : 

dX = B pLu 11 cos n e sin yd£. 

Si on considère maintenant le triangle sphérique qui 
correspond au trièdre (C,NVX), on aura : 

cos e = sin y cos 8 -\- cos y sin 8 cos ç. 
On trouve : 

r' lr ' 

X = B n pLu n / (sin y cos 6 -f- cos y sin S cos ç) n sin ydz, 

On fait porter ainsi l'intégration de o à .at:, c'est-à-dire 
tout le long de la circonférence moyenne du tronc de cône. 
On suppose, par suite, que la demi-ouverture y du sommet 
du cône est plus grande (pie l'angle ô. Dune façon générale, 
la ligne qui sépare les portions soumises à l'influence de la 
résistance de l'air de celles qui sont protégées est définie 

par la formule qui donne s = — , c'est-à-dire 



sin y cos 



cos v sin ô cos ç = o ; 
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d'où cos c = 



tgô 



équation qui n'a aucune racine réelle lorsque y > 8. 

'i° Ceci posé, l'expression de la composante X montre, dans 
la parenthèse sous le signe J\ que le second terme qui contient 
le facteur sin S s'annule à la limite ; on ne devra donc consi- 
dérer que le premier et l'intégration donnera, en appelant 
S = 27:oL la surface extérieure du tronc de cône : 

X = B n Su n sin n+l y cos n ô 

où on devra encore remplacer cos S par l'unité puisqu'on a 
déjà négligé sin 8 dans la parenthèse sous le signe f; on a 
ainsi : 

X = B n Su n sin n+1 v, 

ou bien, en désignant par V la projection de la surface S sur 
le plan de léquateur ( t yCr) du projectile et remarquant que 
V = S sin y, on obtient la formule 

Y = Vli n v n sin"/ 

ï° Soit \' l'angle de C\ et de Cy : dans le trièdre rec- 
tangle (C,Njt) on a : 

cos X! = cos y cos £• 
La composante suivant l'axe Çy sera donc : 

(sin y cos 6 + cos y sin ô cos z.) n cos y cos hïl, 

Supposons (pion développe la parenthèse par la formule 
du binôme, on aura : 

(sin y cos o + cos y sin o cos X n 

= sin n y cos 11 o -f- n sin n-, Y cos n ~ _, 5 cos v sin. 8 cos ; -| — 

les autres ternies contenant 6 à des puissances supérieures 
à la première. 
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Mais, l'intégrale du premier terme 

sin n+1 y cos n 8 cos Çcfi; 



x 



est identiquement nulle, à cause des limites o et i iz. 
On aura donc, en ne conservant qu'un terme en .8 : 



Y = B n pLu n j n sin 11-1 y cos 2 y cos n_1 8 sin 8 cos 2 £<£;. 

». o 

Mais, remarquant que 



(l* COS" K 

cos 2 Idl = — - H — - d il 



on aura : 



11 
Y = — ILS?/ 1 sin 11-1 y cos 2 y cos n_1 8 sin 8 

On devra faire ici encore cos 8 = i , de sorte qu'il 
viendra 

Y = — B n Sî' n sin n_1 y cos 2 y sin 8 

•i ' ' 

ou, en introduisant la projection P = S sin y, 

n 

Y = — PB n u n sin n-2 y cos 2 y sin 8 

V' On partagera ainsi l'ogive en un certain nombre de 
troncs de cône pour lesquels on calculera les composantes 
\ et \ par les formules 

X = (B H i' n ) P sin n y 

Y --- (-Bn' ,n ) Psin n - s ycos ! yMii5 

Ti.u. n;. (V' Le centre de résistance sera déterminé 

par la composition des composantes Y; il 
correspond au point d'application de celte résultante. 

XY 

-° On obtiendra ensuite tg o { en prenant le rapport -^y- • 
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161. Application à, un cône. — Soit a le diamètre à 
la base du cône : 

TTCt 2 

i° On aura r = 



/i 



et par suite 



et 






Tta 2 



X = •— B n v u sin 11 y 



Y = -7- — i> n y n sin n-2 y cos^' sin ô. 

•2 A, étant la hauteur du cône, le centre de résistance sera 

à une distance — de la pointe du cône ou — : — - — . 

2COS-Y tisin-y 

3° On aura 

t( " 1== ~\~ = 7 cotg-ytg8 

d où 

1 n 

k = — cotg-y 

i(ri. Résistance sur le corps cylindrique. - Sur 

le corps cylindrique du projectile, les composantes \ et Y 
de la résistance s'obtiendront par les mêmes formules 
dîflereiiticiles (pie précédemment, où on fera sin y ■-= o. 
On aura d'abord \ — o, ce qui était évident, puisqu'on 
ne considère que la composante normale de la vitesse de 
translation. La composante \ { a pour expression, en Tai- 
sant y ■= o dans l'intégrale du n° i(io : 



r. 



\ i = H n pLi' n sin n o j ' cos n+I çr/; 



+ — 



Mais ici, les limites de l'inlé« r rale sont — -- et -f- — , 

c'est à-dire un angle égal à ~, l'action de l'air ne se Tai- 
sant sentir que sur un demi-cvlindre. 



On sait trouver l'intégrale défi 
mais on voit, sari* intégrer, que A 
lu surface eyllndriqui 
in — i) ordre relatif 
„ .ni 



liai 



le 



h second memb] 
, _^ de l'ordre de 8- 
i-diie infiniment petit 

ki ni'-iuc eoniposanle \ sur 
10 si,, 8 en facteur. Ext 

égal à l'unité, on pourra 
,[,s cvliiidriquc du projet 

lil lie 



>,'i S cl i.lc grandeur comparable îi pL. 
Soient l.i le oentre <lc résistance ilr h partie eoniipi 

cl C le rentre de résistance île la 

: r-~^ tie cylindrique. 

f"' .V "f*" '-<' l'oinl \ de résistance totale 



tel i 






Le poinl / sera donc (dans le ras où '•><), très 
point 0, à une distance de l'ordre dp (n — i ) à piï 



I borné 



c les lois physiques des 

jond mi seul emploi 



de révolution quelconquecl lepotl 

(|tiée (i-nilrr de rAf «tance). 



■ la surface}, on 
sur une surfar* 
iù elle est appli- 
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-2° Comme on ne peut pas, par une théorie physique aussi 
sommaire, espérer autre chose qu'une valeur approximative 
des quantités cherchées, on pourra, pour l'application aux 
projectiles de l'artillerie, substituer à la surlace ogivale un 
cône moyen dont le 1/2 angle £ sera la moyenne arithmé- 
tiquedu 1/2 angle ogival y (tangent à la pointe) et du i/aanglcji 
du cône inscrit dans l'ogive. On prendra donc 

S= i (P + Y). 

On suppose, pour les calculs, le cas d'une résistance B n u n . 
)° Le contre de résistance est 
au point G, à une dislance ; - ^.T 

•2 cos\ ** ^ /! 

de la pointe du projectile. On 

peu t encore écr i re h j, "* 

SC= — ^— - Fi g . u<y. 

2 SI II 2^ 

4° étant l'angle de la tangente GT avec l'axe GA du pro- 
jectile, l'angle est supposé très petit. 

>° Dans ces conditions, le point G reste fixe quand ô varie. 

(>° La résultante des actions de l'air qui passe en G lait 
avec Taxe du projectile un angle & L tel que 

ô : = - ô cotg- (, 

7 La valeur du cocIFicicnt A* du paragraphe précédent, est 
donc : 

,, = 4 = -1 eotgî ç 

O 2 ° 

8' La longueur/, ([ui ligure dans les formules, est égale à 

1 Erratum à la figure 1 i(). Au lieu do l'angle y, lire Ji. 
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la longueur L, distance du centre de gravité à la pointe, 
moins la longueur SC. On a donc : 



l=^L 



a 



•2 



cos Ç 



% sin -it, 



164. Résistances tangentielle et normale. — Les 

composantes X et Yobtenucs au n° 160. 4°sont dirigées sui- 
vant Taxe du projectile et suivant la perpendiculaire à cet 
axe. Dans le paragraphe précédent, (167) on a fait la décom- 
position, suivant la tangente et la perpendiculaire à cette 
droite, des forces transportées au centre de gravité, l'une étant 
la résistance tangentielle, l'autre la force déviatrice. 

On aura, en projetant sur les direc- 
N ~ tions Gï et GN 



/ xr 




T:a l 



T = — - B n u n sin n Ç 



Fig. 120. 



N = — B n v n 6 sin n Ç — cola; 2 1 — 

4 L ' 2 " 



On voit que la composante normale j\ s'annule pour 



*g J * 



n 



— et change de signe après cette valeur. Le tableau 

jtà 

suivant donne, pour différentes valeurs de n, la valeur de 
l'angle 'l qui annule N. 



n = 


1 


14 


> 


r 


5 


(i 


Y 


) r )°.I'2 


4 r )° 


5o°,48 


5/^,48 


57°,4a 


Go° 



Les deux valeurs de T et de Ai trouvées ci-dessus sont, 
dans le cas général du n° i:>-, égales respectivement à cF(e) 
pour la résistance tangentielle et à c(k — 1) ù V[v) pour la 
force déviatrice. 
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i65. Exercices. — i° Traiter le cas général de V action 
de Vair agissant obliquement sur une surface de révolution 
quelconque dans le cas de 8 quelconque. 

'i° En déduire, pour ô = o, la résistance de l'air sur une 
surface de révolution. 



§ 3. Pll'ÉCESSION 

166. Vitesse angulaire de rotation b du projec- 
tile. — Nous allons chercher à appliquer au cas du 
solide complètement libre qu'est le projectile, la même 
méthode que celle que nous avons employée pour le 
problème de la toupie ( 1 3 3) . 

La vitesse angulaire de rotation du projectile, qui lui 
est communiquée par les rayures, sera égale à b. 

Donnons, tout d'abord, l'expression de b en fonction 
des conditions initiales du tir qui sont la vitesse ini- 
tiale Y (l du projectile, I l'inclinaison finale des rauires 
de la bouche à feu, et le calibre a de la 
pièce. 

On a, entre a, et le pas des rayures /t, 
la relation 

qui exprime que l'hélice de pas /> et d'inclinaison est 
inscrite sur le c\lindrc de diamètre a. 

Si, maintenant, \ est la vitesse initiale, le projectile 
parcourt dans une seconde V mètres et fait un nombre 
de tours égal au quotient de \ () par //. domine, d'autre 
part, un point situé à l'unité de distance décrit à 
chaque tour la circonférence i>7i, le nombre de tours 




xa 
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parcourus avec la vitesse angulaire b sera égal à 



On a donc : 

b = 2- ^ , 

h 

et, en remplaçant h par sa valeur, il viendra : 

2V 

a 

Le nombre "\ de tours à la seconde est : 

N=-.= -^-lg6. 

Avec les canons actuels où est voisin de 5°, la vitesse 
angulaire b est de l'ordre de grandeur de la vitesse des pro- 
jectiles. 

Ainsi, pour 

V = 5oo m , a = o m , 10, 6 = 5°, 
on a 

b = 87 V u et "S = i/|() tours à la seconde. 

Pour 

Y = iooo m , a = o,3 m , = 5° 
on a 

b = *77 m °t \ = 0/2 tours à la seconde. 

La vitesse circonfércntielle d'un point de la surface du 
projectile est b^f c est-à-dire *87"\j par seconde dans le pre- 
mier cas et if"V l \i dans le second i. 

* • .j 

On suppose, dans toute la théorie de la dérivation, que 
la vitesse de rotation b du projectile se maintient cons- 
tante : cela revient à admettre (pie le frottement de l'air 
sur la surlace du projectile est négligeable. 



Ivani qn'nvei 
artilleurs aient r 
des projectiles ol 

Didion ' dana s!!! 

vallon .i un | il un 
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: Martin de liielles. \bne«ski. elc, les 
'connu, dans le pliénoméu'ede la dérivation 
.longs, unr„.,i.; 1 .,c„ 1 riH; l théorie de la 
■s. une i spln ii i i, i !t« présentée par 

ùsier d fol mi adoptée par le général 

■ attribue la dé ri- 



■de 



Nil.-: 



relatif à l'augmentation de pression du cùté où tourne le 
projectile. 

Mais, ni l'une ni l'autre de ces explications ffrottemenl 

ou elli'l de Maaniis.i ne résiste è l' examen : -i on admet 
comme cause l'action du frottement, un calcul simple, l'ail 
par de S.iiul- Robert -. montre nue la force >\u il fendrai! 
supposer pour expliquer la liraudeur des dérivations obser- 
vées est trop considérable ]>iinr jioiivoii' élre produite pur le 
frottement du projectile sur l'air et que, d'autre part, la 
vitesse de rntalinii de l'obus serait bientôt annulée. 

Quant à l' notion du pbéuninène de Magnus. elle ne peut 
avoir quelque effet que pour le cas de projectiles très peu 
stables, car. dans le cas où l.i coïncidence de l'axe el de la 
tangente est presque rigoureuse, la rotation perpendiculaire 
à lu direction de la h-iiiislalioii n'entendre point du tout le 
phénomène constaté par Magnus, 

167, Décomposition du problème général du 
mouvement des projectiles ob longs- — Nouasup- 
posona connu le mouvement principal du projectile 

qui n'es! pas, ainsi qu'il a été expliqué (1^7), inlluoncc 
sensiblement par l'obliquité de la résistance ; dans le 
prêseul paragraphe nous n'utiliserons 11 ici ne que les 
équations différentielles de oe mouvement principaJ el 
en particulier la relation entre ifi et •/-, Y savoir : 
rfî 



elalioii 1 
dt = — - 



<y c..s T 



' I 1 M, |i. (33 
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Nous avons vu que, dans l'hypothèse de la stabilité du 
projectile oblong sur sa trajectoire, assurée par la peti- 
tesse constante de l'écart S de l'axe et de la tangente, 
le problème pouvait être partagé en trois questions dis- 
tinctes : 

i° L'étude de la projection verticale de la trajectoire 
qui, à cause de la petitesse de l'angle 8, peut être faite 
indépendamment du mouvement de rotation (problème 
balistique principal.) 

2° L'étude du mouvement de laxe autour de la tan- 
gente sous l'action du couple dont le moment est ( 1 5-). 

<9/S= mllico¥(v). 

11 arrive, dans certaines questions, par exemple en 
Mécanique céleste, quand on traite de la théorie de la 
précession des équinoxes, que le mouvement autour de 
Taxe est complètement indépendant du mouvement 
principal du centre de gravité, ces deux mouvements 
étant dus à des forces totalement distinctes. 11 n'en est 
pas de même dans le cas du mouvement de rotation du 
projectile autour de la tangente qui dépend du mouve- 
ment de translation, puisque la vitesse v entre dans 
l'expression du moment c 9/?>. 

Le mouvement de translation est supposé connu 
par la solution du problème balistique principal. 

3° L'élude de l'action de la force dériatrice qui fait 
sortir' légèrement le centre de gra\ilé du projectile du 
plan de projection. Ce problème dépend de la solution 
des deux autres. 

Pour éluclierle mouvemcnldu projectile autour de son 
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centre de gravité G, ce point est considéré comme fixe. 

La tangente GT à la trajectoire possède un mouve- 
ment angulaire connu par hypothèse (problème balis- 
tique principal). La droite GV représente Taxe de révo- 
lution du projectile ; c'est celle droite dont nous étudie- 
rons les déplacements. 

Le moment d'inerlie du projectile autour de Taxe do 
révolution du projectile est C ; autour d'un autre axe 
équatorial, passant par le centre de gravité, le moment 
d'inertie est B. 

168. Théorème. — La vitesse de rotation b autour 
de Taxe de révolution est constante. 

Cela résulte de ce que les forces extérieures se rédui- 
sent, d'une pari à la force déviatrice qui passe au centre 
de gravité et, d'autre pari au couple perturbateur qui 
rencontre Taxe de révolution puisqu'il est constamment 
situé dans le plan de la résistance G AT. 

La troisième équation d'Euler (122) 

C — =(\-B) M + N 

a donc son second membre nul ; par suite r, et ici b, est 
une constante. 

169. Hypothèses. — Nous supposons qu'à la sor- 
tie delà pièce, la rotation du projectile se fait sensible- 
ment autour de Taxe de ligure et que l'écart entre cet 
axe et la tangente est 'très petit. Ce ne sont, en effet, que 
des causes perturbatrices accidentelles qui peuvent pro- 
duire une rotation parasite et elles sont d'un ordre de 
grandeur négligeable devant les forces considérables 



mises enjeu pour assurer l;i liés rapide rotation du pro- 
jectile autour de I axe de révnlulion anus l'influence du 
forcement des ceintures dans les rayures. 

L'axe instantané de rotation Cl du projectile sera 
ainsi, £1 l'origine tout au moins, très voisin de l'axe c 
Egare (i\ et pourra, en première approximation, 
eonfoodu avec lui. 



Il eu sera de même de l'a 
On sait, en effet, que ces Irui 
plan ( l 'S' et r[u on a : 



■ du couple acquis 



tgE _ C 

IgT - "ÏÏ 

C et B étant deux moments d'inertie d'ordrede grati 
deur comparable, î et;' seront deux angles intinîmi'i 
petits au même lîlre. 

Ainsi donc, à l'origine du mouvement tout au r 

c est-à-dirv à h sortie de la bouche de la pièce, n 

admettons que les trois axes — de révolution G V 
ifixhuilttuv île rnlittiun (il — du cnuple acquit (i\l, i 
veui être considérés comme en coïncidence. 

Dans la suite du mouvement, il s'agira d'établir 
qu'aucune vitesse autour d'un autre axe, provenant du 
fait du couple perturbateur, n'acquiert une grandeur 
suffisante pour que, se composant avec la rotation i 
tïale b, l'axe instantané G IsWiirk' île l'axe Je ligure (i \ 
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Comme le couple perturbateur renferme la variable o, 
une des conditions de la continuité de l'exactitude de 
l'hypothèse sera la petitesse de l'écart o entre Taxe et 
la tangente. 

Notre hypothèse revient donc à dire que 8 est sup- 
posé un angle très petit pendant tout le trajet du pro- 
jectile dans l'air. 

170. Division du problème du mouvement de 
la tangente. — Ce qui vient d'être dit permet donc 
de décomposer le problème de la recherche du mouve- 
ment de Taxe du projectile autour de son centre de gra- 
vité en deux autres, constituant deux approximations 
successives. 

Le premier problème dit de la précession supposera la 
coïncidence de Taxe de figure et de Taxe du couple acquis. 

Le second problème dit de la nutation étudiera le 
mouvement relatif de ces deux axes. 

On arrive ainsi à la même décomposition que dans le 
cas de la toupie (i35). 

171. Sphère auxiliaire. — Si le couple pertur- 
bateur n'existait pas, une parallèle à la tangente à la 
trajectoire menée par le centre de gravité G du projec- 
tile décrirait un plan vertical et, dans ce plan, la loi 
d'abaissement de la tangente serait définie par l'équation 
différentielle ( 1 67) . 

n (k 



( 






(J COS T 



Soit une sphère de rayon égal à l'unité, ayant le 
point G pour centre. Les parallèles aux tangentes, telles 
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que GT, coupent celte sphère suivant le grand cercle 
vertical ZTZ'. Pour Ja trajectoire complète, la région 
de ce grand cercle balayée par les tangentes va du 
point Q correspondant à v = ce et à là* limite £■) de la 
branche ascendante de la trajectoire J au sommet S 
(7 = o ; puis, sur la branche descendante, elle s'étend 

de S au point z' d'inclinaison 7 — et de vitesse 

. '2. 

terminale v '. 

Le plan ZTZ' est le plan de la 
ligure. 

Menons, à chaque instant, par le 
point G, une parallèle GM a Taxe 
du projectile, confondu avec Taxe 
du couple acquis. 

Le lieu des points M sera, sur la 
sphère une certaine courbe que nous 
nous proposons de déterminer. Si 
le couple perturbateur n'existait pas, 
l'axe de- rotation du projectile tournant resterait lixe 
dans l'espace à la position initiale M„ tandis que la tan- 
gente T s éloignerait progresshemenl de M , en descen- 
dant vers t = — — . (Test le couple perturbateur qui 

force le point M à suivre, dans une certaine mesure, 
la descente du point T. 

Kiippclons (pie le moment du couple perturbateur 
a pour expression : 




Fi g. 1:»',. 



âlu 



ml //ocK v 



formule 011 / représente la distance du centre de résis- 



Cu. 6, [>. 117. 
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tance au centre de gravité ; k un coefficient de l'ordre 
de grandeur de l'unité ; 3 l'angle formé par la tan génie 
et par Taxe du projectile ; cF[v) l'accélération de la 
résistance de l'air ; m la masse du projectile. 

Le couple perturbateur est situé dans le plan de la 
résistance et tend, pour le centre de résistance situé 
entre le centre de gravité et la pointe (/positif;, à écarter 
Taxe de la tangente. 



172 




Vitesse de précession. — Considérons, 
comme confondus en M, ainsi qu'il a été expliqué, 
(iOq) les trois points qui sont les traces sur la sphère 
de 1 axe de Jifjure, de Taxe ins- 
tantané et de ï axe du couple ac- 
quis. 

M et ï étant les positions 
simultanées (au même temps / 
des traces do Taxe du couple ac- 
quis et de la tangente à la trajec- 
toire, l'arc de grand cercle MT 
est égal à (sur la sphère de 
ra\on il Le couple accélérateur 
Slo est situé dans le plan de la résistance MOT ; son 
axe est par suite normal à ce plan. 

Donc, l'extrémité M du couple acquis possédera une 
vitesse normale au plan du grand cercle MGÏ, puisque 
sa vitesse est toujours égale et parallèle à l'axe du couple 
accélérateur (i'*4)- Le point M se déplace donc perpen- 
diculairement à l'arc Ï.M et parcourt un chemin élé- 
mentaire MM t qu on peut considérer comme un arc de 
petit cercle décrit du point ï comme pôle. 

L'axe du couple perturbateur étant perpendiculaire à 



Fig. ia*ï. 
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t'axe du < pie acquis, lu grandeur île relui 

[iniiil mruliliée ilans Ire- mi s du mouvement ; le point A 
reste donc sur la sphère et le couple acquis a poui 
valeur constante Cb, C étant le moment il inertie 
autour de l'axe du projectile, el b la vitesse de rot 
lion. 

On se trouve, dans le cas actuel, exactement coriim 
dans I1 1 cas d'une toupie donl la pointe serait en G, I 
verticale dirigée suivant 01, l'axe de la toupie suivai 
G M (i36). Le coiqile accélérateur est, dans les deu 
cas, appliqué perpendiculairemenl au plan \IGT. 
aura donc, dans le cas du projectile, une vitesse a 
luire b,, à l'instant /qui sera donnée par le quotient d 
l.i vitesse absolue ilu point M (égale au couple accéléra 
leur SJB) par le ravcin du cercle décrit, qui est égal h 
GMsinS. 

Mais GM, couple acquis, est égal à '.'.b . 



. On 



-»/AtF 



icF(i>) 



m/1,- 

Cb ' 



Le sens de cette vitesse b p ou le sens dans lequel i 
faut porterie segment \1M, est, comme dans In toupie, 
celui de la rotation du projeclde pour un observatem 

couché sur l'axe, les pieds en G. Vinsi, la ligure >iqqn 
te projectile tournant de droite à ganclie 

Le sens de la rotation serait opposé si le centre de 
résistance était du rôle du eulnl relativement au centre 
de çravilë. 
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173. Théorèmes sur la précession- — Théo- 
rème I. — La vitesse de précession ne dépend pas de 
F écart entre l'axe et la tangente. 

Théorème II. — La vitesse de précession b p varie en 
sens inverse de la vitesse de rotation b. — Si celle-ci est 
très grande, la première est très petite. Si b était 
infini, b p serait nulle et Taxe du projectile restant fixé 
à sa position initiale n'accompagnerait pas la tangente 
dans son mouvement descendant. 

Théorème III. — La distance ne peut rester cons- 
tante. — Pour que l'angle reste constamment petit ou 
bien encore pour que la stabilité du projectile soit assu- 
rée, il faut qu'il y ait une certaine relation entre b p , 

vitesse de préçession, et -j- , vitesse de descente de la 

tangente : si les deux quantités o b p (avec o = const.) et 

-p, pouvaient rester constamment égales, la distance o 

entre T et M demeurerait constante, et la courbe décrite 
par le point M serait une parallèle au grand cercle lieu 

de T. j 

„ «t q COST 

Comme -y- = — , ceci ne pourrait avoir 

lieu que si on avait 

g cos 



o x cF(u) = 






V 

en tout point de la trajectoire. 

Or cette relation est incompatible, en général, avec 
l'équation de l'hodographe (5) 

d(v cost n j c .„ 

-* — = - = — vb 

az a 
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à moins que, 

d[v cos t) cos t 

h o,x 



( 



</ 



Fn intégrant, on aurait : 



i 



u = a y -f- — — (sin t — sin a) 



°o* 



Mais, la loi de résistance 



cF'r) cos 7 



c'est-à-dire en raison inverse de la vitesse, est inad- 
missible en Balistique. 

La distance o variera donc dans certaines limites qui - 
seront déterminées plus loin. 

Théorème IV. — Variations de la vitesse de précession 
le long de la trajectoire. — La vitesse b p de la précession, 

mlhc FiV) T , , N 

b p = £j— - = *<* . w) 



pour une Mlessc de rotation b du projectile constante, 
commence par être infinie au point !), pour v et F[v] 
infinis; b p diminue ensuite, passe par un minimum au 
point (t\„, t iu ) de la branche descendante, en même 
temps que r m ; puis croît jusqu'à la \aleur limite 



m! h g 
Cb 



b lt -=--;-/- =xr/ 



a! teinte au point , pour la vitesse terminale v' telle 

que cF V], = g. Le coelîicienl balistique disparaît donc 
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de l'expression de b p , le projectile étant caractérisé alors 
par le coefficient /&, au point de vue de sa forme el par 
le moment d'inertie C au point de vue de la réparti lion 
de la matière autour de l'axe de rotation. 

Théorème V. — IJ angle b dont a tourné l'axe du 
projectile autour de la tangente, de (origine à l instant t, 
est donné par la formule 

, f* du 

à = — K 

i/uo COS 7 

En effet, on a par définition de l'angle ty : 

db 

- d f = ^ = ^c¥{v). 

Mais, l'équation de l'hodographe : 

d'v cos 7^ cvV 



d- g 

et l'équation qui donne le temps 



g cos t 
donnent, par combinaison : 

cl dt = 



On a donc : dl = 



COS 7 

du 

COS 7 



et, en intégrant, on arrive à la formule énoncée. 

Maintenant qu'on connaît à chaque instant la vitesse 

dit 
b H = —f- dont e§t animé l'axe du projectile autour de 



la tangente il faut combiner le m< 
de précessîon, ainsi défini, avec I 
la tangente dans son abaissement 



iveincnl élémeulai 
mouvement i 

iir lu tnijecloi 



174. Théorie des roulettes- — Pour continua? 
l'élude géométrique du lieu du point M sur la splière. 
commençons par donner quelques propriétés générales 
defl Courbes roulantes sur une autre courbe. 

Cette méllmde dus muletlcs, introduite dans la lin 
lie de la dérivation |iar M. de Sparre, donne à la soin 
lion iw\c clailé et une élégance particulières ; elle | 
metde réunir, dans la discussion d'une seule, courbe, 
propriétés essentielles des deux mouvements si 1 nul la 
d'abaissement de l'axe de la tangente et de pré» 
de l'axe de rotation autour de celle tangente. 

Elle donne également un moyen simple de tracer I; 
courbe lieu du poinl M el d'arriver par une voie rapid 
auv calculs cl applications numériques. 

Considérons nu\ temps o, (,, /,.., les positions succes- 
sives des pôles T„, T,, T,... sur une droite el soitâ l'i 
lanl o. M., la position iniliale d'un point M dans le plan. 
Le poinl \l es! animé autour des pôles T„, T, T,. 
certaines vitesses de 1 nia lion, desurleque M„ vient en \l, 
(autour de 'I',, ; pins pendant l'intervalle t, i„ M, vîei 
en M, (autour de T, ■ : puis M, en \l. pendant l'inte 
vallc 1,1. autour de T,; elc. 

_")r, on pourra produire identiquement le 
mouvement du poinl \\, de la manière suivante : 



DERIVATION DES PROJECTILES OBLOXGS 



3ll 



menons T T( = T T, e ^ prenons les deux angles i 
égaux ; puis T( To = T, T 2 et les deux angles 2 égaux ; 
puis T2Tg= T 2 T 3 ..., etc. 

Il est clair que lorsque la ligne brisée T T( T* T^. . . rou- 
lera sur la droite T^T, ï 2 ... en pivotant autour des som- 
mets successifs, la trajectoire du point M sera exactement 
la même que dans le mode de génération précédent. 
A. la limite, la ligne brisée deviendra une courbe dite 
roulette qui roulera sur une droite ou une autre courbe 
dite base de la roulette, et le point M lié invariablement 
à la roulette décrira la courbe imposée. D'ailleurs, un 
autre point du plan lié invariablement à la roulette 
aura, autour des points successifs de la base, exactement 
la même rotation angulaire. 

Si on considère le cas où la base de la roulette est 

une courbe, en désignant par £ 
l'angle de contingence de la rou- 
lette, par e' l'angle de 
contingence de la base de 
la roulette, la coïncidence 
des courbes aura lieu 
pour une rotation élé- 
mentaire (efe — dt'). 

On a d'ailleurs, en appelant p s le 
rayon de courbure de la roulette et 





Fig. 12; 



Fig. i»6. [ 



p ff celui de la base : 



sp s = ds, 



«'P. 



ds 



avec le même ds puisque les courbes roulent Tune sur 
l'autre ; donc : 



ds 



Ps 
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Mais, si on appelle co la vitesse instantanée de rotation 
qui amène les courbes à coïncider, la différence (s — e') 
est égale à toc?/, puisque c'est l'angle décrit dans le temps 
dt; ds d'autre part est égal à 2rc?£, chemin parcouru 
par le point t sur la base de la roulette avec la vitesse 
linéaire 2». Donc, on aura : 

co i i 

2r — p* ~~ p» 

pour la relation entre les deux rayons de courbure ; et 
cette formule pourra s'exprimer par le théorème sui- 
vant : la courbure relative de la base et de la rou- 
lette est égale au rapport entre la vitesse angulaire 
du roulement to et la vitesse linéaire 2f du point de con- 
tact. 

C'est d'ailleurs la même formule que celle établie au 
n° 123. 

175. La roulette de la précession. — Appliquons 
le mode de représentation qui vient d être exposé à la 
recherche du lieu du point M sur la sphère. La pro- 
priété des roulettes s'applique exactement aux courbes 
tracées sur la sphère; mais comme, par hypothèse, nous 
supposons que le point M est toujours extrêmement 
voisin du grand cercle, lieu des T, nous pourrons 
remplacer ces deux lieux géométriques par leur pers- 
pectif conique sur le cylindre circonscrit à la sphère 
le long du grand cercle des T. _V)iis supposerons 
ensuite, pour la représentation sur un plan, que ce 
cylindre a élé coupé, puis développé ; les arcs de grand 
cercle deviendront alors des droites. 

Comme le ravon de la base de la roule lie o,. est infini. 
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la formule se réduira, pour le rayon p» de la roulette à : 

i a) 



o 2r 

Nous connaissons dans cette formule les deux vitesses 
du second membre ; co est, en effet, la vitesse angulaire 
de précession. 

b P = x cF(i') 

et 2r est la vitesse linéaire de descente du point I ; on 
a : 

^ (k y cos t 

dt v 

On aura donc, en désignant par R p le rayon de cour- 
bure de la roulette de précession. 



R 



f/COST 

p — t^t r 
xcu r (t>) 



Pour étudier les propriétés de la roulette, nous forme- 
rons tout d'abord la dérivée —j^ du rayon de courbure. 
En observant que l'hodographe peut s'écrire : 



dv v f c¥ 



d~ cost V <j 
on trouve la formule : 



+ sin?), 



r/R P g 



rh xn.»F 



i /cF \ 

sinT+ p- [— + sinTJ («F' + F) 



176. Propriétés de la roulette de précession. — 

Théorème I. — La longueur totale de la roulette depuis 

DALISTigiE. II. l8 
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le pointu, où v = oo sur la branche ascendante, jusquau 

point — est égale à l -f- — ) , étant l angle de 

F asymptote de cette branche ascendante. 

Cela résulte de la propriété même de la roulette, de 
venir coïncider successivement avec tous les points de la 
courbe, lieu des points des T, qui a exactement la même 

amplitude + — . 



Théorème II. — Pour v = ce, le rayon de courbure 
de la roulette est nul. 
Car, dans l'expression 



R _ 9 cos 



P TU «17 ' 



t prend la valeur et v et F (v) deviennent tous deux 
infinis. 

. A . f/Rp rfRp ri-, 

Au même point, on a — j— = o, car -y— se réduit a 



g vF' + F g n + ï 
xc vF xc v 

ce qui donne bien o, pour v = oc. 

Théorème III. — Le rayon de courbure R p croît cons- 
tamment sur la branche ascendante. 

Car — j^- est négatif pour t > o, et 1 inclinaison t 

décroît. 

Théorème IV. — Le rayon de courbure R p passe par 
un MAxniiM en un point situé entre le sommet et le point 
de vitesse minimum de la trajectoire. 
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Car, au point de vitesse minimum, on a 1 : 

cF , . 

\- sm t = o 

9 

et, comme sin t est négatif, R p décroît, tandis qu'il 
croissait au sommet. 

D'ailleurs, le point où le rayon de courbure de la rou- 
lette est maximum est défini par l'équation. 

/ vF'\ . cF I , t>F 

Pour F(r) = B n t> n on a 

b lx v n n -f- i 



sin 7 



</ " + 



Théorème V. — Le point où le rayon dexourbure R p est 
maximum est situé au delà du point ou la vitesse de des- 
cente de la tan rj en le est maximum. 

Car ce dernier point, défini 2 par la relation 

cV 



sin 



2 !/ 

rfR, 
donne, par la substitution, —r^- négatif. R p croit donc en 

• a v 

ce point. 

Théorème VI. — Le point ou le rayon de courbure R p 
est maximum est situé au delà ou en deçà du point ou le 
rayon de courbure delà trajectoire est maximum suivant 
(pie l exposant n de la résistance est plus yrand ou plus 
petit (jue i . 

1 (lu. 6, p. i.Vi. 
Min. 6. p. 187. 
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On a en effet 1 , pour le point de rayon de courbure 
maximum de la trajectoire, la condition 

sinT = 7z — 

qui, portée dans l'expression de , p , réduit la paren- 
thèse à : 

c eV 



VF — F = -— fn— 



Théorème VII. — Le rayon de courbure de la roulette 
s annule au point t = . 



En effet, l'expression de R p renferme cost au numé- 
rateur et le dénominateur ne s'annule 
pas, puisque cF(i') tend vers g. 

La valeur de la dérivée p au 

point t = devient 

i 

d\\ 




p 



d~ xi/ 

Hésumé. — La courbe ci-contre 
li#. 128), représente le rayon de cour- 
bure l\ p de la roulette en fonction de 
l'inclinaison t, depuis t = 6 jusqu'à 

t — — — . Elle résume les théo- 
renies précédents. 

177. Forme de la roulette de précession. — 

Les théorèmes qui \ iennent d'être démontrés perniellenl 

1 (lu. 6, p. iS'i. 
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de se faire une idée bien nette de la forme de la rou- 
lette. 

i° Tout d'abord, elle est tout entière à 1 intérieur 
dune circonférence ayant, pour rayon, le rayon de 
courbure maximum qu'on sait déterminer (théorème IV). 

a Elle part du point Q où la vitesse est infinie ; mais elle 

part très lentement, puisque . p est nul. Cela veut 

dire que le rayon de courbure augmente très lentement 
ou que la courbe décrit autour de Q un grand nombre 
de spires. 

3" Elle a, comme développement, la longueur — -f- . 

4° Elle finit au point Z, où on a encore: ll p = o; 

mais la fin est brusque, puisque —>— ne s'annule pas 






Fig. ia<j. 

5" Los figures ci-dessus, spirales à deux pôles, tracées 
a I intérieur d un cercle ayant, pour rayon, le rayon de 
courbure maximum de la roulette, représentent les dif- 
férents cas qui peuvent se rencontrer. 

178. Construction graphique de la roulette. 

— 1" Soit T l'origine de la roulette. Le rayon de 

18. 
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Fig. l'U). 



courbure en un point est donné par la formule 

g cost 
x vh 

Le mouvement principal étant supposé connu, on 

connaît les valeurs corrélatives de t et 
■f de v, c'est-à-dire, on pourra tracer la 
courbe de la figure (128), R p en fonc- 
tion de t. 

D'autre part, on connaît l'angle 6 
dont l'axe a tourné autour de la tan- 
gente qui est donnée par la formule 
(i 7 3. Y). 

. r n du 

u/ = — X / 

Juo COS 7 

qu'on pourra supposer résolue en fonction de t. 

On pourra donc dresser le tableau des valeurs cor- 
rélatives de R p et de ty. 

Or, l'angle de deux rayons de courbure infiniment 
voisins est dl. On pourra donc construire, de proche 
en proche, pour des valeurs de d'l> variant en pro- 
gression arithmétique, les points o, 1, 2,... centres suc- 
cessifs des cercles qu'on peut substituer successivement 
à la roulette et dont l'ensemble constitue la roulette 
elle-même. 



lin prali(|iie, on pourra prendre d^ = —, à cause de la 

faible variation de courbure de la roulette; le choix de 

l'angle — . oui conduit à la construction de triangles éciui- 

laléraux, rend parliculièremenl commode et rapide le tracé 
graphique de la rouleile. 
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2° Si on mène, en un point de la roulette, la tangente 
MT à cette courbe, cette tangente fait avec la droite TT", 
base de la roulette, un angle égal à ty ; car deux tan- 
gentes infiniment voisines font entre elles l'angle de 
contingence dit. 

3° Le point représentatif M qui décrit la courbe de 
précession, d'abord en coïncidence avec le point T , vien- 
dra en M quand la roulette aura tourné d'un angle »i. 



(m) 



(i) 



(il) 






ig. I Jl 



Fig. i'5a. 



Fig. iTJ. 



La distance M M est égale à TM = l et l'angle T TM U 
est égal av. 

4° Donc, si on a construit la roulette de précession, 
on connaîtra, pour tous les points de cette roulette, 
c'est-à-dire pour tous les instants du mouvement [en 
se reportant au tableau de 6 en fonction de t), l'écart 
o =^= T M (fig. 111) de Taxe et de la tangente, l'angle y 
cl enfin l'angle v de la direction de l'axe et de la tan- 
gente. 

On aura, ainsi, tous les éléments pour le calcul de la 
force dévinlrice o et de ses projections sur le plan de 
tir e! normalement à ce plan. 
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179. La courbe de la précession. — Maintenant 
que la roulette est connue, on peut discuter facilement 
la forme de la courbe des points M tracée sur la sphère 
ou sur le cylindre circonscrit le long du grand cercle 
des T. 

i° Supposons d'abord qu'on étudie la trajectoire 

complète, depuis v = 00 jusqu'à t = et qu'on 

ait lancé le projectile d'une façon normale, c'est-à-dire 
sans écart initial o de Taxe et de la tangente. Le point 
représentatif de l'extrémité M de l'axe du projectile 
sera le pôle il de la roulette ; ce point lié invariablement 
à la roulette, va décrire, dans le mouvement de celle-ci, 
la courbe de la précession. 

Nous aurons tout d'abord une limité supérieure de 

l'écart du point M et de la droilc 
TF, en remarquant que le point 
représentatif est situé à l'intérieur 
du cercle de ravon de courbure 
maximum. En faisant rouler, au 
lieu de la roulette, ce cercle oscu- 





1 



m-, ri; 



Fig. il"). 



la leur sur le grand cercle, le lieu du point M serait 
une cvcloïde. 
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Celte cycloïde serait constamment du même côté de 
la tangente T. 

Comme on a démontré que la vitesse de précession 
était de même sens que la vitesse de rotation du pro- 
jectile, la cycloïde se détachera de la droite T en 0, du 
côté où tourne le projectile, c'est-à-dire à droite pour 
les pièces rayées de gauche à droite ; et à gauche pour 
les pièces rayées de droite à gauche. 

Si, au lieu de faire rouler le cercle de rayon maxi- 
mum, on fait rouler sur TT' la roulette elle-même, cela 
reviendra à prendre des cercles de rayons de plus en 
plus grands comme roulette ; le point M passera immé- 
diatement à l'intérieur de ces cercles successifs et au 
lieu de la cycloïde régulière du cas précédent, on aura 
une courbe, formée sensiblement d'arcs d'épicycloïde 
allongce ; cette courbe part du point 6, tangentiellemenl 

au grand cercle TT', d'après la valeur de — ~- au 

d- 

point Q (i yfi, II) ; elle présente en I un maximum d'écar- 

tcmenl qui correspond à la plus grande normale Q\ 

à la courbe roulante qu'on puisse mener du point Q ; 

ce maximum est d'ailleurs toujours plus petit que le 

diamètre du cercle oscillateur maximum. 

Après èlre passée par le maximum, la courbe ào^ 

M se rapproche de la courbe des T, et récarlemenl final 

au point z = est égal à la distance des pôles il 

et Z de la courbe roulante. Mais, dans cette région de I 
en Z, la courbe de la précession changera de caractère. Aus- 
sitôt, en eflet, que le point N est dépassé, les cercles suc- 
cessifs et instantanés qui peuvent à chaque instant être 
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substitués a laroulellr, m'iai-deroni p;is;i laisser en debors 
d'eux [«pointu. Ce seront donc, alors, destitcBàeeychldi 
raccourcie qui formeront la courbe de précession. Elle 

|hi'-sh'iHi'[;i iiinsi des hmiflfg do plu* en plus prononcées 



jusqu t 



point I 



î spirale 



où lii dernière boucle ne sera 
rayon lîZ, distance tics don 



a* Si. nu lieu tic supposer le projectile lancé 
point 8, où v = œ , on If suppose Innée d'un poinl 
quelconque (*, VJ d'uni- façon normale, c'est-à-dire 
um'c un iV;iii iniiiiil o Li mit, la courbe M sera analogm 
précédente; mais, au lieu de quitter la droite TV Irè 
lentement, avec des arcs de cycloïde de rayon extrém 
ment petit, la première <■_>■■ c-loïdc aura déjà un ra\oi 
notable égal au rayon de courbure de la roulette \I„. 

'i" Les pusilîiiiis ri'-.|>i r'ivis i le l*a\c du projectile fi 
de la tangente à l'instanl t s.. ni faci 

fà déterminer quand la courbe \I est Ira» 
cée. Il sullil, en effet, de mener 1 , de I 
position actuelle T, de la tangente a I 
trajectoire, une normale T/M, à la 
\1 ; \lj .'s 1 I, [josîtion actuelle de l'a 
Kg, i ;<;. du projectile: à = T,M, es! doiu 

de ces deux axes cl v I ■ azimut. 

D'après le mode de génération de la roulette i~j 
le poinl TJ viendra en T, si l'arc M T compté sur t 
rouli'Mr >s[ ri-iil j l;i longueur \I U T ( ; la distance à fi 
.'. < In Miit ci 



longue 

la . 



irbe de 



précession correspond 



lenl 



aus al 
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qu'il est possible d'abaisser du point M sur les spires 
successives de la roulette. 

180. Cas d'un écart initial B . — Si, à l'origine 
du mouvement (a,V ), l'axe du projectile et la tangente 
forment déjà un angle initial o ^ la forme de la courbe M 
peut être complètement changée. ' 

i° Soit m {) le point représentatif de l'axe de figure. 
Si ni est à l'intérieur des spires de la courbe roulante 
relativement à la position initiale M de cette courbe, 

dont la longueur de Z en M A est (— -J- a i, la courbe 

\2 I 

de précession commencera par un arc de cycloïde allongée . 





(H) 



(ut) 





Fig. 1J7. 



Fig. i38. 



La courbe de précession aura, d'ailleurs, une forme 
tout a fait analogue à celle du cas précédent, et ses 
dimensions même pourront être plus réduites. Ce 
serait le cas d'un écart initial accidentel, mais avanta- 
geux à la stabilité du projectile. 

a" Si le point représentatif à l'origine est en m' ô à 
l'extérieur de la spire initiale de M , mais à l'intérieur 
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dn cercle oscillateur maximum, la courbe de préce&sioTl 
commence par être une cycloïde raccourcie, c'esi-,\-J 
une courbe avec boucles ; elle deviendra une cycfoïc 
allongée, puis finira pat* une nouvelle cvcloïdr à Imucli- 
Dans les Moines I el II 'ci-dessus, les relations .in 
projectile sont supposées en sens inverse), 

'."i" Enlin, si le poinl repiésenl'ilil' esl en m'„ à l'exlé 
rieur du cercle oscillateur maximum, on aura un 
courbe uniquement composée de boucles de cjcfoïdi 
rnrrimrrh',1 d'autant plus accentuées que l'écart loiti; 
i, ,™ pta grwd. 

181. Courbe médiane de la précession 
théorème suivant esl d'une grande importance 
tique : lu courbe sinueuse -h- 1" précession est compe/u 
en moyenne, par la courbe (R ? , t) des rayons de 
bure de la roulette. C'est-à-dire que la courbe dm 
nous avons étudié les propriétés et donné le tracé ; 
n° 17b' est sensiblement la médiane de la courbe, 
des points \l dont le tracé a été li\é au n" 179. 

En elle!, soit en A. la position aeluelle de la roulelLe ; 
on peut, Ors '■■qu'ov.iiiialivciitenl, durant un lm 
y varia» l de 2 n), remplacer la spire par une circoni 
renre de cercle complète 

Le point représentatif \I p , qui décrit la houcle 1 
préressiim, décrira alors la cvekiïde allongée .M |( \I,M 
dont la médiane est la droite PQ parallèle à TT' 1 

si 1 née 1 e dislance de cette droite égale .m rayon 1 

cercle oseulatcur en V à la spirale. 

I.e même raison ne me ni éhml applicable pour cliaqi 
posili le la courbe de précession comprise entre dei 
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minima fou maxiina) successifs, le théorème 
démontré. 

On pcul remarquer que le théorème reste 
dans le cas d'un écart initial S„ 
puisque la démonstration ne dépend 
pas de la position du point M„ rela- 
livement nu centre du cercle oscu- 
laleur en \ ;V la roulette. 

iSa Conditions de stabilité 
des projectiles oblongs — l a 

projectile oblon;.' sera stable sur s;i 
trajectoire si l'écart entre l'axe du 
projectile el In tangente reste tou- 
jours très petit et ne dépasse pas, 
par exemple, une certaine valeur 8 e , 
qu'on se fixera, il y a loul d'abord, 
deux cas à considérer : si l'écart ini- 
tial S t à la sortie de la bon, lie de la 
pièce n'est pas nul, on n'a aucun 
moyen de n'-smulu' [<■ problème, lors- 
que ô 



, Ces! nu cas qui sup- 




pose un projectile mal ceinturé ou une bouche a l'eu 

avant un fonctionnel il défectueux à certains égard», 

Il Eaul d ■ supposer que 5, suit n-ès voisin de terû ; 

nous supposuns qu'il est uni puisqu'il suilii d'étudier 
la partie wuriable de 3, au maximum de laquelle un 
ajoute» '-„ 

Si cette condition 5 B = o es! remplie, on pourra, eu 

générai, réaliser la stabilité d'un projectile oblong. En 

li'i, eu «ail que 3 col plue petit que je double du rayon 

de courbure maximum de la roulette. Or, ce ra/yod 
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ayant comme expression, en un point quelconque : 

_ ffCOST 

p — xci>F(t>) ' 

on aura une valeur plus grande que le maximum, en 
supposant t = o et v = v m (vitesse minimum), c'est- 
à-dire en posant : 

(vi) 9 

W"- *co m F(v m ) 

, , mlk 

ou on rappelle que x = 



Cb 



équation où on dispose en particulier de la rotation b 
pour rendre R p aussi petit qu'on voudra. 

On voit par exemple : 

i ° Que pour un tir presque vertical où la vitesse mini- 
mum v m est voisine de zéro, la stabilité sera irréalisable, 
R p tendant vers l'infini. 

2° Pour le tir courbe, v m sera assez faible ; pour 
obtenir une bonne stabilité, il faudra diminuer b, 
vitesse de rotation du projectile, c'est-à-dire donner 
une faible inclinaison aux rayures. 

Si on peut agir sur le projectile, on voit qu'il fau- 
dra a) diminuer le moment d'inertie C (stabilité plus 
grande des projectiles courls que des projectiles longs 
de même poids) ; 

b) Augmenter /, c'esl-à-dire la dislance du centre de 
gravilé au centre de résistance (avantage à reculer 
autant qu'on le pont le centre de gravité vers le 
culot) ; 
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c) Augmenter k, c'est-à-dire (161) employer des 
projectiles à ogive moins allongée. 

3° Pour le tir de plein fouet, à grande vitesse ini- 
tiale, la stabilité sera assurée très aisément à cause de 
la grandeur du dénominateur ; comme le point de 
vitesse minimum sera, dans ce tir, au delà du point de 
chute > on devra remplacer t' m par V w , vitesse res- 
tante. 

4° A égalité de vitesse initiale, la stabilité sera 
d'autant mieux assurée que le coefficient balistique c 

Q 

sera plus grand et le rayon de giration — plus petit. 

Ces conditions sont favorables à la tenue des projec- 
tiles de petit calibre. 

5° En résumé, la stabilité dans l'air des projectiles 
oblongs, animés d'un mouvement rapide de rotation 
autour de leur axe de figure sera largement assurée, en 
cas de départ normal (S = o), si on peut satisfaire à 
la condition 

a .0 



xci'F 






m"- m 



o' étant une valeur de l'écart entre l'axe et la tangente, 
qu'on ne veut pas dépasser. C'est à cette inégalité qu'il 
faut chercher à satisfaire par une organisation judi- 
cieuse des organes directeurs du projectile dans l'âme 
du canon (rayures et ceintures). 



6° On peut prendre l'angle 

2 






' P/Ul *cv V 
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comme masure de In stabilité Sjx'riji'/tie il' un prnjt'rt 
qui permettra de coin parer entre eux les diiîérents pr 
jecliles, dans les conditions diverses de lie. 



18J Conditions de similitude des trajectoires 
gauches- — On sait 1 que les projections verticales i 

deux trajectoires seroul représentées par deux coui 
homothéltques : i" si, 1,1 résistance de l'air peui 
mise SOQS la forme li„e". 

a" Si les deux projectiles lires sous le iiièine angle ■:> 
oui. à L'origine, la même résistance 



<*V e ) = cy\\<) 



'•„\ : 



= w 



On 'fiait alors que, en deux points homologues (silut 
sur une même droite issue de. l'origine commune), 



° les inclinaisons t sont les mêmes 
tes abscisses et les ordonnée: 



rapport I 



sont dans 
du carré des vitesses iuiliales Y et 1 



13" les vitesses sont dans le rapport ~j- ; 

4" les temps son! dans le même rapport ; 

5" les résistances sont les mêmes. 

Quelles conditions doivent être réalisées, en plus, 
pour que les trajectoires gauelirs décrites par deux pro- 
jectiles tirés dans une arme rayée soient également seiu- 
Naliles'.' 

Si la valeur du rayon de courbure Rj, de la roui 
est la même pour les deux trajectoires, l'écart 3<le l'axé tl 

? la tangente restera constamment le i 

' Ça, 6, p. si;. 
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initial 3 étant aussi le même par hypothèse. Comme 
la force dématrice (ioy) a pour expression 

cp == (X; — i) ocF(u), 

elle sera la même, sur les deux trajectoires aux points 
homologues, si k est le même pour les deux projectiles, 
de même, que la force accélératrice principale cF(v) est 
la même. La déviation latérale jouira alors des mêmes 
propriétés de similitude que la projection verticale. 

Ecrivons donc, pour les deux projectiles i et 2, où 
on a déjà cJFÇvJ = c 2 F(v 2 ) en un point 7, l'égalité des 
deux valeurs du rayon de courbure de la roulette. 

On aura : 

C t b 1 C 2 b 2 

m l Aj /j i\ m 2 k, l, v 2 

On peut remplacer i\ et v 2 par leurs valeurs initiales 
V et \' d'après la loi de similitude de la projection 
initiale. 

D'autre part, en fonction du calibre et de l'inclinai- 
son finale des rayons on a ( 1 66) 

b = -^-Mg9. 
a 

Donc, la condition générale de similitude sera : 

G t^O G t"9 

m, «, L k. m,a t /., A\, 

1111 *• •« ^ .. 

Cette condition permettra de calculer l'inclinaison Ô 2 
des rayures à donner à un canon de calibre a, pour 
que son projectile ait la même tenue dans l'air que le 
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projectile du canon a ï (les deux canons étant tirés aux 
vitesses et avec les projectiles qui assurent la similitude 
des trajectoires). 

Cas particuliers. — i° On suppose que les projectiles 
de calibres a k et a ± ont des formes extérieures sem- 
blables. 

Alors k i = k t et de plus 



l 2 a 2 ' 



On aura donc 






m L ai u m^a), 

2° On suppose en plus que les projectiles sont cons- 
titués intérieurement d'une manière semblable. 
On aura alors 

C 1 m L a\ 



et par suite : 



Ci •> 

i., m, a' 






Les inclinaisons finales des rayures doivent être les 

mêmes. 

§5. — Dérivation 

184. Explication de la dérivation. — Suppo- 
sons le cas dune trajectoire quelconque, sur laquelle le 
projectile oblong conservant, par hypothèse, sa stabi- 
lité, l'axe de figure reste toujours très voisin de la tan- 
gente à la trajectoire. 
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Dans ces conditions et même en supposant un écarl 
initial 8 entre Taxe et la tangente, on a vu (181) que 
la courbe de précession, lieu des points où l'axe du 
projectile perce la sphère, était, en moyenne, située d'un 
même côté du plan vertical contenant la tangente, 
puisqu'elle est compensée, à peu près, par la courbe 
(R p ,r) des rayons de courbure de la roulette en fonction 
des inclinaisons t. 

D'ailleurs, relativement au plan vertical de projection, 
cette médiane est située à droite pour une rotation du 
projectile de gauche à droite, à gauche pour une rota- 
tion en sens opposé (/ étant supposé positif, c'est-à-dire 
le centre de résistance étant entre le centre de gravité et 
la pointe du projectile). 

Mais, la force déviatrice qui a pour expression en 
chaque point 

© = (A — i) ocF(r) 

est (137) située dans le plan de la résistance. 

En moyenne, l'écart aura toujours le même signe 
et par suite la force déviatrice agira tou- 
jours du même coté. 

i° Si k < 1 , la force déviatrice est diri- 
gée du côté de la pointe du projectile, 
c'est-à-dire de T, vers M x ; elle aura une 
action variable en intensité, mais cons- 
tante en direction qui fera dévier le centre 
de gravité hors du plan de projection et 
l'entraînera vers la gauche pour une rota- 
lion de droite à gauche. 

Le centre de gravité du projectile décrit ainsi une 
trajectoire gauche dont la projection sur le plan de tir 




Fig. 140. 
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est la trajectoire principale cl i|iii se projette sur le 
plan horizontal auivanl une courbe sinueuse dite courbe 
tli'x fli'-nWilinim : la (/<Wra/iWi est l'ordonnée de celle roi n b- 
ilnnl 1rs abscisses si ml lis valeurs des x de la trajectoire 
principale. 

a" Si /■ < i, la force déviatrice sera dirigée de \l, 
vers T, ; la dérivation se fera en srns eonlraire du cas 
précédent. Bien que In poinle du projectile soit toujours 
dirigée vers hi gauche du plan de projection, par exem- 
ple, la dérivation aura lieu à droite. 

On a vu, nu paragraphe ■<.. les circonstances qui font 
que I. l'si plus grand ou plus petit que l'unité, Rappe- 
lons que la valeur de /,■ dépend [oui d'abord de l'expo 
saut ii de la résistance de l'air qui' l'on admet ; il |w>ur- 
rail donc se faire, avec la lui expérimentale I' r m 
l'exposant n varie beaucoup, que, sur une même trajec- 
toire, te fadeur i; — 1} changeât de signe, ce qui après 
une dérivation dans un sens pourrait entraîner une 
dérivation dans l'autre, c'est-à-dire un point d'inflexion 
de la courbe des dérivations. 

k dépend en outre de la forme de la tôle du projeô 
lile, et on a vu que. pour des angles ngivaus ajglM 
comme ceux des projectiles de la marine, /( était > 1, 
landis qu'il pourrait devenir < 1 pour des projectiles H 
rapprochant de plus en plus de la forme des boulets 
cylindriques. Pour certaines formes de projectile», CM) 
pourrait donc avoir /. = 1 , en mnyenne c'est-à-dire que 
1,1 dérivation serait nulle. 

i85. Expression de la force déviatrice- — S'il 
s'agil du pt'iiblr'-me pratique du calrn! de la dérivation, 
il esl évident qu'i bliendra une valeur suffis! itenl 
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approchée de cet élément en substituant, à la courbe 
sinueuse de la précession, la valeur médiane tout le 
long de la trajectoire que le théorème du n° 1 8 1 a permis 
de déterminer. 

Dans l'expression de la force déviatrice 

<p = (k — i) 8cF(v), 

on remplacera donc 3 par le rayon de courbure de la 
roulette R p c'est-à-dire par : 

g cost 
x cvF • 

m 

de sorte qu'on aura : 

,. x q cost mlk 

?= « — i ) — avec x = -t^— ; 

J K J y. v Cb 

La force déviatrice, nulle au point 6, où v = oo , 
augmente jusqu'à un maximum tel que : 

î /cost dv . . \ 

-j- -f SUIT =0. 

V \ V rtT / 

En remplaçant —j- par sa valeur (173) 

dv v / c¥ , 

ai cost \ g 

on voit que le mavimum a lieu pour 

rF . 

\- 2 sinT = o. 



Après le maximum, cp diminue jusqu'au point 

où 'f = o. 
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186. Équations différentielles du mouvement. 

— Prenons, comme troisième axe, Oz horizontal, per- 
pendiculaire aux deux autres et du côté où se produit la 
dérivation; les équations différentielles du mouvement 
sur Ox et Oy ne seront pas changés (i5j) pour le 
mouvement du projectile oblong. 

Suivant Oz, agit normalement au plan des xy la 

force déviatrice © = ( k — — . Mais cette force 

en engendre une antagoniste : soit, en effet, à Tins tant 
„ actuel, vi l'inclinaison de la tan- 

U CD 

génie à la courbe de la dérivation 



relativement à Taxe Ox. La résis- 
Fig. 141. tance de l'air cF qui agit suivant 

cette tangente a une composante 
parallèle à Oz qui est — cF sin y, cost. 

Par suite, l'équation du mouvement sur le plan xOz 
sera 

d 2 z (J COS 7 

—r-r = — et sin y. cos t + [k — i ) — . 

al' v ' x v 

L'angle y, sera, par hypothèse, une très petite quantité ; 
on pourra remplacer le sinus par l'angle ou la tan- 
gente. 

On a, dans ces conditions : dz = r h dx et par suite : 

d~z d'x dx dr { 

~(ÏF =Ti lh r + ~dtlû' 

Mais, l'équation différentielle du mouvement prin- 
cipal sur Ox, donne : 

<l 2 x 
. > = — et cos T. 
ai 
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On aura ainsi : 

dx dr. ,. . a cost 

— n : — i) . 





dl 


dt ~ 


Mais 




dx 
dt 


on a donc : 




d't\ 



X V 

= v cos t ; 



dt K J x ir 

On peut encore, en vertu de la relation : 



g cost N 
écrire cette équation 

«T v J -MX 

Ainsi, l'angle y; croît quand t diminue, sans qu'on 

puisse suivre sa variation jusqu'à t = et u = o 

puisqu'on a supposé dans l'établissement de l'équation 
différentielle que r 4 était un très petit angle. 

Comme, d'autre part, l'équation de l'hodographe 
donne : 

du = — vF rfT, 
9 

il viendra, pour l'équation différentielle 



. (k — i)g c 
dr k = - — : 



lu 



xc iu»F(i?) 



Si on suppose que cette équation soit intégrée et 
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qu'on ail obtenu y, , on aura z par la relation : 

z = f yjrfjc, 

Démonstration géométrique de la formule qui donne 

dr r — Soit, au temps t 9 MA la 
vitesse du projectile qui est égale à 

. Pour avoir la vitesse au 

''C COS 7j 

Fig. 149.. temps t -f- rf/, on portera : 

AB = — cFcosTf/T et BC = ^ '^ -—<//; 




MC est la vitesse au temps t -\-dt. 
Dans le triangle MBC, on a : 

BC sin M 



MC sin B - 
A la limite 



sin M = dr t , sin B = cos-/;. 



do m 



Mais 



dr k (k — 1 ) g cos t cos r\ 

cos y, x vu 

1t v d-z 1 du 

(U = 



dt. 



<) cos 7 cos 7 cV 

11 viendra donc, on remplaçant cos y, par l'unité : 

;7«- — T 7 du 



(if. 
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Exercices. — Développer en séries les valeurs de t\ et 
de z. 

On trouve : 



_ (fc— Qg x 



(k — i)g x- 



«oVJ 



1 + lïj^vV^ sin a +- 3 cF °) +"j 



On voit i° Que la courbe des dérivations est tangente à 
Taxe des x. 

•2° Que z est inversement proportionnel à la puissance 3 
de la vitesse initiale. 

3° Que le premier terme (en x 2 ) de la courbe z ne dépend 
pas de la résistance de l'air cF. 

187. Tir courbe à, faible vitesse. Formule de la 
dérivation. — On sait 1 que ce tir est caractérisé, en 
première approximation, par la constance de la vitesse 
horizontale u. 

L'équation 

s'intégrera donc immédiatement et donnera : 

1^7, = ^ -(« — *). 

D'autre part, on a, avec la même approximation : 



ux (h .dz 



dx= 3— et, comme -7— = tg ïj 



g cos*T f/x* 

1 Ce. 6, p. 446. 
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on écrira : 






(k— i) u 



9 






dx 

T 



COS 



2_ 



Mais on a-: 



r^=t T ^ T -/* T * = ^^+^^- 



On a donc : 

^_ (/c— i) u 



t C0ST / ^ f 

Loff (a — t) tff t 

° cos a v ' ° 



Au /)o//i/ Je chute, la dérivation totale Z w s'obtiendra 
en faisant t = — a. Par suite on aura : 



Z„: 



(A: — i) 2«. 2 Ik 

K ' ° a tg a = — ^- 



) 



ou bien encore : 



V a sin a 



A- 



X 

\u sommet, on a : 

(fc— i) u ( 



aT. 



Z. 



x 







Log sec a. 



1 88. Tir de plein fouet. Formule du général 
Mayewski — Dans le tir de plein fouet, on sait 1 que v 
doit être remplace par la variable u. On a donc : 



ri 



(Vfi 






cos" r\ 



- 0.7 'fa 

xc irF(u) 



(lu. 6. p. J i î 



mu = — / —^r-^ 

K J ju irrlii 
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Posons, comme définition d'une fonction balis- 
tique : 

>u du 

Il viendra, en remarquant que yj = o pour u = u : 

^= ( *"^ l)y W tt )- M K)] 

ou tg Y) = ^~y g (M — M ^ 

D'autre part, on a : 



xc v vJ 



t udu 

clx = — 






cF 
et, par suite, comme rfz = <lx tg r, : 

XC - ,,'uo 

c'est-à-dire 

xc 2 
Posons : 

B(«) = -^ M-jr- et D^-J—.^ 
Il viendra : 

2 = xc''^ fB ^' ~ B(u>,) _ M ^ D ^ U ) _ D ^)) '' 

ou par abréviation 

(A: — 7 r / xn 

~ = x c* [B — B — M,(D — D tf )] 
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Ainsi donc, le problème est résolu, pour an point 
quelconque de la trajectoire défini par sa vitesse res- 
tant horizontale u, moyennant le calcul effectué, une 
fois pour toutes, des deux fonctions balistiques de 
Mayewski : 

B(u) et M(u). 
Au point de chute, par exemple, on aura : 

Z-= ^~V 9 [B w — B — M (D„ — D )1- 



xr 



M 



i° Cas de F(v) = B n t> n 
On a 

,u du 



1 r u au i i i 

1 î r u du i i 



i 



.* /i+i J. «* B* (/i+i)(*n 

u f/« 



1) U 



in-l 



1 T u <IU 1 1 I 

Par suite, en posant cB n = fe n , il viendra 



(A— 1)7 i i 



x b* n -(- i 



'2/1 — i \u 



2n-l U 2n-l 






ou encore 



l/r — i)y i î 



x 



/>,ï ( n 



i /h 



■2 n J 



•JJI — I 



II 



H — '1 



2n-l 

'«0 
U 



-) 



n-2 



— 1 
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La dérivation z pourra s'exprimer en fonction de x en 

remplaçant — par l 

1 

[i + (/l 'l) M5~ 2 6 n x] n-2 

'i° Développement de z en fonction de x. 
Soit l'équation 

z = ( k —' ] 9 \B — Bo— M (D — D )1 
ex- "" '•' 

qu'on écrira 

_(k— i)g /B — Bo 



xc 
Posons 



/dB\ . a: 2 /d*B\ , 

"-"•+* ¥ ,+û IF) +■ 

Or 

dB = — M -p- = cMdx ; 

tionc 

dB 
-t-=cM 

D'autre part, 

cfu î urfu c 

d **= - t^t = - ôt -p- - "^ rfx - 

Donc 

rf-B rfM _ J^ 

On aura ainsi : 

B = B + cMoX+ — -3 *-+••• 

2. Uq 

cl par suile 

(k — i)<7 x 2 

H — 



X«ô '2 



• Cn. 6, p. 38o. 
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irlie île In dérivation a ainsi ileu.r /ininU <\e <<,r,i,t,-i 
<rnjiiu: iu-t'i- le jiitm lie [mijecItoH, Y.Wc lui esl simplement 



tangente. 



■ dé 



'''"['I' 



ut du n- 186 (exercice), 



iHf). Calcul par arcs de la dérivation 
lieu de fa méthode approximative du n" i85 qui ne fui 
connaître la dérivation qu'eu bloc et fait abstraction 

des sinuosités de la courbe de précession et par suite de 
i->'lli ■- il' la trajectoire du rentre de gravité du projectile, 
on pourra calculer la dérivation par l'intégration directe 
et de proche en proche des équations différentielles du 
mouvement. 

On connaîtra, en effet, à chaque instant, d'après la 

figure du n" 1 79 supposée tracée, la valeur numérique 

de la force déviatriee qui a pour expression 

s = [k — i; cV Ssinv, 



enl 



On en déduira par l'équation suivante, où tout E 
cF ô sin v 

,h, =(k— ■) i!t 



la valeur de t\ au boni du temps successifs, 
pourra dresser le tableau des valeurs corrélatives de > 
de /, ou de y, et de x. 

Une deuxième intégration, th = r t dx, donnera. 
proche en proche, les dz dont la somme constitues 
Ir.iji'clnire horizon laie du centre de gravité du projeclÎM 

Celte méthode est valable dans tous les cas. eu p 
eiilin lorsque le calcul de la projection verticale 1 
uvement esl fait par arcs successifs ' 

:u. 6, p. ïûjj. 
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| 6. — Théorie de la dérivation 
de m. de sparre 

190. Hypothèses- — La formule du général 
Mayewski donne le premier terme de la série, qui, dans 
le cas du tir de plein fouet, permet de calculer la courbe 
moyenne de la dérivation ; elle fait abstraction des 
sinuosités de la courbe de la précession qu'elle remplace 
par une courbe médiane ainsi qu'on l'a vu ( 1 8 1 ) . 

M. de Sparre a fait connaître, pour le cas d'une résis- 
tance monôme, une méthode très élégante qui permet 
d'obtenir une deuxième approximation de la solution ; 
nous nous proposons d'en faire connaître ici le principe 
en le généralisant et en l'étendant au cas d'une fonc- 
tion F(t>) de la résistance quelconque. 

Rappelons que : la force déviatrice 
dirigée de T x vers M, (fig. i43) a pour 
expression [k — i) ScF(r). Elle se dé- 
compose en deux, l'une perpendiculaire 
au plan de projection et ayant pour ex- J 

pression : ^ Fig. 143. 

[k — 1) ocF(i') sinv 

l'autre située dans le plan de projection ayant pour 
expression : 

(k — 1) ocF(y) cos v. 

La première produit la dérivation ; la seconde modifie 
légèrement le mouvement principal dans le plan de 
projection. 

La théorie du général Mayewski suppose, dans l'ex- 



le MttwECTira; 

pression de l;i force dévialricc, que v esl, en moyenii* 
égale à — ; la théorie de M. de Sparre se propose c 
donner une évaluation plus précise de la quantité Z sin 
dont on cherchera le développement en série. 

191. Étude de la roulette de préeession. 
1" Intégrale de l 'angle y de précession. — Dans le t 
du lir de plein fouet, la formule (f^î. V) qui (ait e 
naître la nilalion i due à la procession, s'écrira 



rfi = 



xdu 



puisque cost doit être pris égal à l'unité el s'intégrer 
par la formule : 

+ =*(«.— «)■ 

A est l'angle donl a tourné' la roulette de preceMÎOl 
pour venir de l'origine \1„ au point T acluellei 
considéré ; on voit que cet angle est proportionnel à 
perle de vitesse horizontale du projectile. 

D'antre pari, le rayon de courbure R,. de la rmilei 
de précession a, au point w, la valeur (173) : 



R P = 



«(Fi 



- = il,;,|. 



™ pos.nl *(„) = -p, 

:>." Développée île la roulclle. — Cherchons L'expR 
sion du rayon de courbure R P| de lu développée de li 
roulette de préeession au point 11. 

TI étant le r»j lecourbure li,.en T, 
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TT étant le rayon de courbure R P + rfR P en T, 
jf n point voisin de T, 

dty langle qui délimite le segment 



*>> . j/a Kj 



d* 



l P 



TT , 

on a, par définition : 



.ce qui, en introduisant la valeur 

r/d» = — xrfa 
donne : 

R D . = — — 



i (/R P 



Mais ^L=l-L *'(„). 



du x c 
On aura donc ainsi : 

_ 9 » 



Rp - = ~ c IF *' (u) - 

Mais, on peut répéter sur la développée de la roulette 
le même raisonnement : on aura pour la développée du 
2 e ordre : 

En répétant le même raisonnement de proche en 
proche, on obtiendra le tableau suivant : 

» 9 1 ^ i \ 9 l l 

P C X V ^ 6 n H U n+l 

ex w o n x v / a n+ - 

4 Erratum à la figure 144. Au lieu de T t lire T'. 
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(n+i) 



u n-»i+i 



On a porté dans la colonne de droite les valeurs cor- 
respondantes à l'hypothèse F(v) = B D v n avec cB n = b n . 

On voit que, dans cette hypothèse, l'expression de R Pi 
est la suivante : 

R _ 1 (n+ Q (/t+a) fo + Q p 

I\p. . j X\n 

1 x l a 1 l 

en fonction du rayon de courbure R P de la roulette. 

3° Convergence de la série des R P . — Prenons le pre- 
mier rayon de courbure, i = 1 ; on aura : 

Comme a va constamment en diminuant sur la tra- 
jectoire, R Pl va constamment en augmentant ; donc la 
développée est une spirale dont les spires s'enveloppent 
successivement comme celles de la roulette de préces- 
sion. 11 en est de même de Ions les autres ravons de 
courbure R P> . . ., R Pi . 

( )n peul écrire aussi : 

Mais, dans l'application aux projectiles de l'artillerie 
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le facteur — — — — est numériquement petit (de 

x " 

Tordre de 1/10 pour les cas pratiques de l'artillerie) . 

Donc, la développée de la roulette de procession (tir 
de plein de fouet) est beaucoup plus petite que la rou- 
lette elle-même et est inscrite dans un cercle de rayon 
très restreint autour du centre de courbure de l'ori- 
gine. 

Or, d'après la formule de récurrence : 

R = ("+i) (n+a) _ (" + ') R m 
?i XM XU XU P ' 

pour avoir R Pi il faudra faire le produit de facteurs de 
la forme — — — ; ils vont en augmentant avec le 
nombre n ; mais, tant que sera une véritable 

1 XM 

n — |— i 
fraction, c'est-à-dire tant que sera plus petit que 

l'unité, les rayons de courbure R Pi successifs iront en 
diminuant. 

A la vérité, pour / suffisamment grand, R Pi augmen- 
tera et la série ne sera pas convergente à proprement 
parler; elle est du genre des séries semi-convergentes, 
où les premiers termes vont en décroissant. Elles jouis- 
sent alors, dans cette première région, de toutes les pro- 
priétés des séries convergentes. 

192. Calcul de la force déviatrice — i° Calcul 
de S sinv et 8 cosv. — Bornons -nous donc aux premiers 
termes de la série et supposons, par exemple, que R Pi 
soit négligeable. 
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Soient tracés, sur la figure, les rayons de courbure de 
l'origine correspondant aux développées successives R , 

R , R \ Ro ;/ et les rayons de eour- 
bure après la précession <{/, c'est-à- 
dire R P , R Pj , Rp 2 , Rp 3 , ainsi que les 
portions de la roulette et de ses déve- 
loppées. 

On aura M,.M = o 









• 




% 




J*~ 




jflm 


\,j 


o 


Jf%0 


fr 


•*. / 






' A 


T 


V 


^ 





lg. 14.). 



angle NMM = v ; 
angle TNM = ty. 



L'ensemble des droites de la ligure forme un contour 
fermé. 

a) Projetons le contour sur le rayon R P . On aura : 



sin v -f- (R ( 



d'où on déduit 



R '...) cos <|* 4. (Ri — R£"+-) sin <i 

— Rp -(— Rp — ••• = 



Ssinv=R P — R P2 +- — (Ro— Ri"+-) sin^ 

— (R — Ri'...)cos$ 

Remplaçant les H et les R par leurs valeurs, ainsi 

que ty par x(n rt — u), il viendra : 



sinv 



il 



C K 



€ * 






K" 



I 



2 

X 



sin [x (m o — u] 
cos [x (m — u; 
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ou encore, en développant les sinus et cosinus : 



i . , , g i 



o sin v = 2- — <ï> (u) — ^- — <I>" il*) +• 
ex ^ ' ex w 



<9/S sin xu + 95 cos xu 
en posant : 

— 1 
ex 



0®.=£(».-^^---)»™^^ 



^0=^2(^0— x T <ï> i"+-) sinx« — ^(*« — £,*?...) cos km . 

6) Projetons maintenant le même contour sur la tan- 
gente MN. 
On aura : 

ocosv— (R — R;'...)sin^+(Ré— Ro / ...)cosi + R P3 — R Pi =o 

d'où : 
o cos v= R P| — R Ps . . .+(R — R ' • • • ) sm ^ — (Ro — Ri /; . . .)cos ^. 

En opérant comme ci-dessus, on obtiendra la for- 
mule : 

Scosv ==— L± 9 & (u) + -2- -^ <!>"' (<*)+•.. 

C X" v ' ex 2 x 

4 • 

-f JS sin xu -+- «5 cos xw 
avec : 

'•®o=7=^(*o— ^ 2 ^^..)sinxa u +^ 2 (ci>;_l 2 <p^..jcosxu 



Dans ces formules : 

<î> : u, = -r- . 

x ' IIV 

BALISTIQUE. II. 'AO 
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193. Formule de la dérivation. — On a don», 
dans ces formules, exprimé 8 sin v en fonction de la 
seule variable u, vitesse horizontale ; et 8 sin v connu, 
on a l'expression de l'accélération de la force déviatrice, 
qui agit normalement au plan de projection par la for- 
mule 

= (k — 1} cFSsinv. 

i° Qn a d'abord : 

w oF' w u 2 E 2 ' 

_ aF(aF»+sF)-2(ttF' + F) a 



On aura alors, pour la force déviatrice : . 

<p = (& — 1 ) cF (u) 8 sin v 

+ <975 (& — i)cF(u)sin*ii 
9S (^ — 1) c F (a.) cos xii. 



2 On raisonnera alors comme au n° 1 86 pour l'établis- 
sement des équations différentielles. Ecrivant à cet effet 
(tir de plein fouet) : 

on prendra comme variable r M et on établira les équa- 
tions : 

rfr, jp_ dr\ <p 

dt u di a 
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puis, remplaçant di par — —= , d'après l'équation de 

l'hodographc, il viendra : 

, i du 

/j— c*~uF' 

Si on met à la place de <l> sa valeur trouvée précédem- 
ment, il viendra : 

i , _g j_du _g_ _!. tà(u¥"+2V')—*(uF'-hFy 

— i T|— x c u à V x : < c u 4 F 2 +,,, 

4- cftBn — sin *u -f- % a — cos xa 
u u ° a 

3° On obtiendra r â par des quadratures : 

' tgT _</ f *L_i. « f BF(uF w + 3 F)- a (uF+F)' , 

— i^'~xj u u 2 F x 3 Ct / u u*F' i ~"' 

c9/3 / — sm xa + 7e> / — cos xu 



Le premier terme donne le terme principal de la 
série. 

C'est le terme conservé par le général Maycwski et 
qui est représenté par l'intégrale M(w) ; les autres termes 
sont des termes secondaires qui sont de deux sortes : les 
uns, en nombre très grand, conservent toujours le môme 
signe, les autres sont périodiques. Ceux-ci introduisent, 
|>ar l'intégration, deux nouvelles fondions balistiques 

C n du . r u du 

I — sm xm et / cos xa 

Une fois l'inclinaison r, connue, on en déduira la 



s 
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dérivation z au point u par l'intégration de la formule 

r n udu 

z -J Uo ''• W) 

qui introduira de nouvelles fonctions balistiques parmi 
lesquelles la fonction b(h) de Mayewski représentera le 
lerme principal. 

4° Le problème de la dérivation dans le cas du tir de 
pie in fouet est ainsi résolu complètement, dans le cas géné- 
ral d'une résistance de l'air quelconque; la solution s'en 
présente sous la forme de séries de fonctions balistiques 
et le terme principal correspond à la formule du général 
Mayewski. 

193 bis. Correction du terme principal — Cher- 
chons maintenant l'influence de la composante 8 cos v 
qui produit une perturbation secondaire sur la trajec- 
toire du problème balistique principal. 

Pour ne pas compliquer les calculs, nous réduirons 
cosv à son premier terme qui est R Pl , en négligeant les 
rayons de courbure d'ordre plus élevé et les termes 
périodiques. R Pl est déjà petit par rapport à R P qui pro- 
duit la dérivation. 

On peut donc affirmer a priori que Ja correction 
dont devra être affecté le mouvement principal sera très 
petite. 

On a alors : 

cos v= — — — 7 Q'iu) 

C X~ ^ ' 

ou bien : 

(j 1 «F'-f-F 



cos v 



c x - irb- 
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et la force déviatrice aura pour composante dans le plan 
de projection , _, _, 

Cette force agit perpendiculairement à la tangente* k 
la trajectoire, vers la concavité de cette 
courbe. D'après les hypothèses du tir du 
plein fouet (t petit), sa composante sui- 
vant Taxe des x sera nulle, et elle se pro- p .' /6 
jettera en vraie grandeur suivant la ver- 
ticale. Les équations différentielles du mouvement 
seront donc : 

dF = - cF 

d *y v / , n s 9 «FH-F\ 

Rien ne sera donc changé que la gravité, de sorte que 
les transformations ordinaires s'appliquant (76. 2 ), on 
arrivera aux équations différentielles suivantes •: 

^i^— c\ l+{ - k l >* u'F ) tt r . g cosV 

, u drz , » 2 cfc 



</COS 2 t' </ COS 2 T 

dont la première seule contient un terme correctif. 

L'intégration de ces équations est très simple par l'in- 
troduction de quelques fonctions balistiques nouvelles, 
telles que : 

/•«11F+F , ruF + F . /•"iiF + F , , 



20. 
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194. Démonstration analytique. — On peut arri- 
ver, par l'analyse, aux formules établies précédemment par 
voie géométrique. Voici comment peuvent être conduits les 

calculs. 

"'^f^j i , i° Etablissement des équations différen- 

^^....ji..'. tielles. — On sait (179) que la courbe de 
*Ç *Ç précession, lieu du point M, résulte d'un 
double mouvement : i° rotation de Mj 
Fig. [47. autour de Ti avec la vitesse de précession 

b p = x c¥(v) ; a déplacement de T t sur 
le grand cercle vertical de la sphère avec une vitesse 
linéaire 

dt g cost 

dt v 

Posons 

8 ± = S sin v et 8 2 = S cos v. 

Pendant le temps dt, le point M t vient en M X M/ tournant 
autour de T L d'un arc MjM/ = x 8 cF dt. 
En projetant sur 8j, on aura 

d8j = M,M( cos v 

et par suite 

d8i = x8 cos v cFdt 

Mais 

1 v 1 du 

dt = — «t = — 



g cos t cF cos t 

Donc 

N ,> du 

( 1 ) dû, = — x6 2 . 

V ' i 2 COST 

Pour avoir dù 2 , on projettera sur le grand cercle T : 

,/8 2 = T X T; — M X M ; sin v = — <fc — x8 sin v cFdt 

= — dz — x8i cYdt 
ou 

• > H du ^ du 

h.) do, = — ■*- -T7 + x8 A 



r i'F cost 
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Telles sont, dans le cas général d'une trajectoire quel- 
conque, les valeurs de dà L et de ctô 2 . 

Dans le cas du tir de plein fouet, ces équations se rédui- 
sent aux suivantes 

-j— + Xô-> = () 

du 

dài _ g _____ __ _i_ 

du l c uF ' 

'i° Intégration des équations. — a) Pour intégrer ces équa- 
tions, on considérera a abord le système sans second membre. 

dà L ctô 2 

De la seconde, on tirera : 

i dà 2 dà L i d 2 § 2 

J k du ' du k du 2 

et, par suite, en combinant avec la première 

d-L 

Multipliant par i -7— et intégrant, on aura 



( 



£)* = " , <°'- 8 !> 



a étant une constante. 
On en tire 

•a' - 8,' 
d'où, en intégrant une seconde fois 

. «. 

arc sin — == km -4- a 
a 

à étant une nomellc constante. 



■1 

1 
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On a donc 

8 2 = a sin (xu -f- a') 

ou, en développant le sinus. 

8 a === b sin xu -j- 6' cos xu 

b et 6' étant deux constantes arbitraires. 

On trouvera ensuite, en portant 8 2 dans l'équation 

15 - + x8 i = o 

la formule 

8 X = o cos xu — b' sin xu 

P) Regardons maintenant b et 6' comme deux fonctions 
de u, indéterminées, que nous xhoisirons de. manière • que 
les équations. avec second membre soient satisfaites. On aura 

d«i . .. ' ,* dy . 

j — — oxsinxu — oxcosxuH — j-cosxa— — j— sinxn 
du du du 



r 



dà 2 . db . d6 

-j — = ox cos xu — o x sin xu 4- -y- sin x«+ -3 — cos xo 

du ' du du 

On aura donc : 

db db' . 
-j— cos xu r— sm xu = o 

db . d^ o 1 

-j- Sin XU + — r— COS XU = — rr 

au du c il* 

On en déduit : 

db 



= * rr si 



du c uF 



sin xu 



aW o 1 

— i — = 7^ COS xu 

au c ur 

Donc 



7 f u sinxu 7 f u cosxu . 

c Ju «r • cl/ 



». '«F 
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On aura ainsi : 

(i /* u sm xu 

8. = 8 sin v = 6 cos xw — — cos xm I — ,5 — du 

c J n . UÏ* 

a . pcosxu 

— OoSin x« -j" . s,il xu / — y — " u 

8.> = 8 cos v = 6 sin xu — sin xu I p— du 

c j Uo ur 



a r n cos x 
+ b cos xu -+- — cos x« / rr 



x» . 
du 



u» 

Ce sont là les valeurs générales de 8 sin v cl de 8 cos v 
qui sont exprimées en fonction de la variable u et qui sont 
valables même dans le cas d'un écart angulaire initial déiini 
par les valeurs arbitraires 6 ,6q : elles sont ainsi plus géné- 
rales que les formules obtenues au n° 192. 

np. Formule générale et complète de la dériva- 
tion dans le tir de plein fouet. — En portant la 
valeur de 8 sin v dans l'expression de la force déviât rite 

9 = (A* — 1) cF 8 sin v 

cette force s'exprimera en fonction de la variable u \ en rai- 
sonnant comme au n° i8(i on pourra établir les équations 
différentielles du mouvement, déterminer r, qui sera aussi 
une fonction de u, puis : par de nouvelles quadratures. 

On introduira ainsi des intégrales doubles clans yj et triples 
dans z, de sorte que la formule générale qu'on obtient ainsi, 
très facile à écrire, mais très ardue à mettre en table numé- 
rique, n'oflrc d'intérêt que parce qu'elle contient, dans sa 
simplicité symbolique, la solution complète du problème de 
la dérivation dans le cas du lir de plein fouet, et qu'elle per- 
met de résumer, en une forme simple, la série des raisonne- 
ments faits pour parvenir à la réduction du problème aux 
quadratures. 

Au point de vue des applications pratiques, cette formule 
trop générale ne peut être d'aucune utilité et on est amené 



à lui substituer le développement c 

inenl. pr lu inéllii>de gi' 'trique du u° i<)-±. 

Exereitx. — Montrer qu'on peut passer des Ibrnuilcs 
générales qui donnent a, et 8j aux formules du n° 19». Il 
suffit du faire (les intégrations successives, par parties, des 
intégrales. 

196. Les termes correctifs du mouvement 
principal- — Pour achever complètement la solution 

du problème balistique dans le ois 'lu tir de plein foaei el 

donner l'expression de tous les termes secondaires qu'in- 

Iroduil la dérivation, il nous faut 

. — BjryZ revenir à l'étude de la résistance 

fj"_ -y s<£—— ~ oblique (157). 

*^ " appelons eF(i') l'accélération 

Fiy ijh. tangentielle de la résistance de 

l'air, c'est -à -dire, celle qu'on me- 
sure lorsque l'axe du projectile est rigoureusement en 
coïncidence avec la tangente à la trajectoire. 

1" La résistance obliijue, pour un écart o entre l'a 
et la tangente, qui a été désignée par 11, es! plus g 
que sF(u). On a dit, au § 2, comment il serait poss 
de la calculer, si on admettait l'exactitude suffisante 
hypothèses Faites à celte occasion. 

En loutcas, on pourra, en général, représenter F 
la fonction : 

l'W; [<■■ oos 5 — f- d sin'S] 

où c' serait, relativement à lu surface latérale du projee 
lile, uii eocllicienl balistique analogue à c pour la suit',» 1 ' 
transversale. Le sinus est au carré à cause de la symé- 
trie nécessaire de l\Vi pour ± 0, el d'après tes calculs 
s effectués au § a. 
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2° D'autre part, la force R" a pour composante, sui- 
vant la tangente : 

R" cos (8 1 — 8) = R" cos (* — 1)8. 

Par suite, l'expression de la force tangentielle sera : 

¥(v) [c cos 8 -f- c' sin 2 8] cos (k — 1)8 
qui s'écrira : 



8 5 



02 



c — c h co 

2 



[!_(*_ i)8 2 ]F(v) 



ou bien : 



-(*-t-t) 8, ] f m 



On remplacera alors, dans cette formule, l'écart par 
le rayon de courbure de la roulette, sa valeur médiane, 
qui a pour expression, dans le tir de plein fouet : 







y i 

x cuY 



On aura donc, pour l'expression de la résistance : 

c 



c 



r u*¥ À J 



on posant : 



X" \ c 2/ 



On aura, pour l'équation de l'hodographe : 
(h g du 



cos't 



c u¥ 



1 + c 2 u'F* 
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et pour les autres équations du mouvement : 
- i du / ), i 



( 






c Y \ c l a 2 F 2 

* 

i udu 



c F 



V 1 c 2 u*Y*J 
udu f \ 



. , i \ udu { À i \ 

L'intégration se fera très aisément, en introduisant 
de nouvelles fonctions balistiques telles que : 

/•» du r n du /•■ du 

Ju PF' ,/u ~ÛW Jv "^P' 6tC 

Le problème peut donc être considéré comme entiè- 
rement résolu. 

3° 11 existe enfin un troisième terme secondaire pro- 
duit par la composante o cos v dont nous avons donné 
l'expression (ip,3 bis]. 



§ 7. — La trajectoire gauche du projectile 
dans le voisinage de la bouche 

197 Hypothèses — De même que dans l'étude 
du problème balistique principal, on a rencontré, comme 
cas-limite, le mouvement rcclilujne horizontal et que cette 
hypothèse simple s'applique avec une exactitude très 
suffisante dans le voisinage du sommet de la trajec- 
toire (t = o), de même, le problème de la dérivation 
d'un projectile oblong admet comme cas-limite, dans 
les mêmes conditions, l'élude du mouvement sur une 
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Irajectoire sensiblement rectiligne, d'un projectile sous- 
trait à Faction de la pesanteur (composante de g négli- 
geable dans la direction du mouvement) . 

Cette hypothèse, d'autant mieux réalisée — ou véri- 
liée sur une étendue d'autant plus grande — que la 
vitesse initiale sera plus considérable, entraîne une con- 
séquence importante : c'est que le rayon de courbure de 
la courbe roulante de procession donné (175) pour 
t = o, par la formule : 

_<jÇb_ = _g_ 
mlkcvF(v) xcuF(u) 

sera, très souvent, extrêmement petit. 

Avec les projectiles ordinaires de l'artillerie navale, 
pour des vitesses usuelles de 800 mètres par exemple, 
ce rayon de courbure ne dépasse pas quelques minutes 
Or, on sait que l'écart de Taxe et de la tangente ne 
dépasse pas le double de ce rayon (179). 

On aura donc, souvent, le droit de négliger l'écart 0, 
normal, dû aux lois mêmes de la rotation du corps solide 
devant Y écart accidentel o , dont l'ordre de grandeur 
atteint souvent plusieurs degrés, et qui est produit 
par le départ défectueux du projectile lorsqu'il quitte la 
bouche de la pièce, sous l'influence d'actions pertur- 
batrices très variées dont l'étude est du domaine de la 
Balistique Expérimentale . 

Dans la suite du mouvement, à l'écart accidentel S , 
se superposera l'écart normal 0, dont les variations ont 
été étudiées précédemment dans la discussion de la courbe 
de précession 179). 

Mais, dans le problème actuel, qui répond ainsi qu il 
vient d'être dit à des réalités pratiques et qui s'appli- 

BILIsriQI K. — II. *AI 



LE rlio.U.CTU.i: 

uuera on particulier à l'élude de la lrajectuirc à 
lie du canon, on admettra donc que le mouvement pria 
cipal du centre de gravité est rectitigne et horizontal • 
ifuc C angle 'le l'axe du projectile de la direction du il 
vement principal est, >'/ Corigine des temps, égal à î. 
Nous nous proposons de faire l'élude des perlurbatioi 
qui viendront affecter la trajectoire ivctili^ne du nmi 
vement principal. 

icjH. Constance de l'angle 8„. — Laxe du pre 
jeetile tournera autour de l'horizontale, direction de I 
trajectoire, avec une vitesse de précession n,, donm 
la formule (172) 

hp = xcF((t), en posant h = . 

D'ailleurs, il en sera ici exactement comme daus I* 
cas de la toupie (i!!6). Le couple perturbateur 
situé dans le plan de la résistance, c'est-à-dire son axe 
étant perpendiculaire au plan de l'axe du projectile et d< 
la tangente, qui contient l'axe du couple acquis, l'i 
de l'axe e! de la tangente restera constant. Lu : 
différence entre le mouvement de la toupie cl celui < 
projectile sera donc que la vitesse avec laquelle t'a 
décrit son cône de révolution et qui est égal*' 1 ■> . j . 
roupie: pnliii lialcur, ne sera plus constante 

199. Loi du mouvement conique de l'axe t 
projectile. — Soit, sur un plan vertical perpendk 
lairea la trajectoire principale, 11 la trace de celte droite 
Soient liM„ la direction initiale de l'axe du projectil 
que nous juppos-ei-ons dans le plan vertical a 
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choisi pour origine des temps, et QM la direction actuelle 
de Taxe, au temps t. 

b p étant la vitesse angulaire de rotation du point M, 
Tare 4» = M M, augmentera pen- 
dant le temps dt de b p dt. On a 
donc : 

d<\> = bpdJ. 

Remplaçant b p par sa valeur, 
il viendra : 

dà = xcF(t>) dt. 

Mais, l'équation du mouvement rectiligne sur la tra- 
jectoire donne : 

dt _ ' dv 

c F 
Par suite : 

dty = — xf/u, 

c'est-à-dire, en intégrant 

* = k(V> - v). 

d'où les théorèmes suivants : 

a) L'arc décrit est proportionnel à la perte de vitesse 
du projectile depuis l'origine (V ). 

b) L'axe du projectile aura fait un tour complet quand 
la vitesse v sera devenue : 

» = % • 

X 

c) Varc total que taxe aura décrit quand la vitesse v 
sera devenue nulle, est égala ty = xV . 

200. Mouvement du centre de gravité. — On 
sait (137) que la force déviatrice est située dans le 
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plan de résistance et dirigée, au temps 2, suivant ÛM 
perpendiculairement à la trajectoire principale ; elle a 
pour expression : 

a. = (k — i)S cF(t>) = ft,cF 
en posant : 

ft> = (* — Ov 
Ses projections ont pour valeur : 

Sur le plan des xz : © cos (MQz) = [* cF sin x (V — u) 
— a? j : cp sin (MÛy) = jjl cF cos k ( V — v) 

i° Projection horizontale (xz). — Soit I la position 
actuelle du cenlre de gravité dont les coordonnées sont : 

= or = p - D - 



X = 

C 

z = ir. 

Désignons par r u l'angle delà courbe, lieu de I, avec 
Taxe des x. 

Deux forces agissent au point 1, per- 
pendiculairement à Taxe des x : i° la 
composante de la force déviatrice, c'est- 
à-dire 

[* cFsinx(V — u), 

s>.° la composante de la résistance tan- 
genlielle cF, dont la valeur est cF sin r n 




Fig. i.")0. 



ou, dans l'hypothèse actuelle v\ z c¥ . 
Sur la figure, le point M étant supposé entre o et 
~ et r iy étant supposé positif, les deux forces agissent 
en sens inverse, et on a : 

ri 1 - 

-jjï = [V F sin K ( Y o — v ) — V F - 
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Mais, par définition, 

dz = 7) z dx 
d'où on déduit : 

drz d*x dr\ z dx 

Comme on a, dans le mouvement rectiligne : 

d l x _ 

-777-= — cF 
dt 

d*z 

il viendra, en identifiant les deux valeurs de -j-t- l'équa- 

. • atr 

lion : 

d-n z dx . 

r> , dx , dv 

liemplacant -y- par v et «£ par — -^ , on aura : 

dr iz = — fx — sinx (V — v) 

écpiation très simple qu'il va être facile d'intégrer. 
Développant, à cet effet, le sinus et posant 

xu = p, 
on aura : 

dr iz = — ji Q sin (p — p) -£ 

r 

= — [i. sinp cosp -^- + [x cos p sin p -±- 

p 

de sorte qu'il viendra, en intégrant : 

r lz . p do n . do 

— = — sin p / cos p — — h cos p 1 sin p — — . 
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sans constante, parce ipi à l'origine du mouvement, 
P angle /„ est nul, aucune vilesse perpendiculaire à In 
Irajccloirc nY-huil supposé)' imprimée au centre- île y 
vite. 

On peut remarquer qu'on arrive à ces mêmes foi 
mules, en partant de lavaleurdeS sinv trouvée an 
eu supposant nulles, en moyenne, les intégrales qui 
figurent dans le second membre, et en posant 

u., bu) p = — b a el j.„ cos p„ = — 6',. 

a" Projection verticale (œy). — La composante de U 
farcv déviatrice sur le plan wyest jjl/F cosx'Vd — 
et la composante de la résistance langonlielle v^-fF. 

On aura donc (i Dr quadrant, r,,. positif). 



.ir 



V F cos x (V„ — e) — vF. 



équation qui, par une transformation tout à fait Bém 
niable a celle effectuée pour la projection liorizonta 
conduira à Féqualion : 

«fy y = — [t cos(p lh — p) — 

? d ? . dp 

= — ;i „cos p„ cos p J — [^sin p, soi p -' 

d'où l'intégrale : 

do 

SI n p - ' 



-r- 



3" Intégrale 'les inclinaisons. — La s 

blême introduit donc deux intégrales : 



r . <l-, (■ rf a 

l MB — - et I C08 — — 

■' P ■' P 
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dont on peut calculer une table numérique : 
Posons : 

t« P • d? to P d? 

l s = / sm p — — et I e = / cos p — — . 

*/oo p i/oo p 

on pourra mettre les inclinaisons sous la forme : 
■3ï. = — sin p (I« — Iî) + cos ?0 (P — I?) 

^ï. = — cos Po (I-— I§) — sin p, (I- — II). 

ro 

Les inclinaisons r ix et 7j y sont, ainsi qu'on le voit t 
indépendantes de la résistance de lair et du coefficient 
balistique. 

201. Trajectoire du centre de gravité. — On 

peut poursuivre la solution, et passer des inclinaisons r 4 
aux coordonnées z et y au moyen des relations : 

dz = r iZ dx = — r u —p- 

, 1 vdv 

dy = f ïy dx = — 'fi y —p- 

Pour pouvoir introduire la variable p, supposons 
F(u) = B n u n , et posons cB n = 6 n ; il viendra : 

Y?-»b a dz = _7i 2 p 1 - n rfp 

*-- n My = — -/îv? 1 " 11 ^. 

On aura ainsi : 
n 6 n -=sinp f\ x - n d ? I 'cosp-2 — cos ?0 / p f - n rfp /sinp^- 

■ft» t/ç« Mi?» p ^?° t/e» P 

n 6 n — =cosp / p i_n c?p / cosp-*-+sinp / p ! ~ n «/p / sinp-*- 
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Le problème est ainsi résolu, moyennant la connais- 
sance de deux intégrales doubles de la variable p = xu. 

202. Discussion du mouvement. — i° Les 

seconds membres des équations qui donnent rjouy et z 
ne contiennent que la variable p dans laquelle entre la 

constante x = -777- ; ce coefficient x caractérise le 

projectile au point de vue de sa rotation dans l'air. 

L'angle constant 3 de Taxe et de la tangente n'entre 
que dans le coefficient |x =(k — i)o . 

On voit que, pour un même projectile (x constant), 
les trajectoires gauches qu'il peut décrire ont des ordon- 
nées y et z proportionnelles à F écart constant o . 

2 Projectionhorizoniale . Points a" inflexion. — A l'ori- 
gine, -t\ t = o. Formons -j-^ qui a pour expression : 

— i — = a ft — 5- sin x; V„ — v). 
dx l ° v 2 K ° ; 

r iz croîtra tant que le sinus restera positif, c'est-à-dire 
jusqu'à la -\alcur x^Y — v) = - où le sinus s'annule. 

A ce moment, r iz passe par un maximum ; il décroit 
ensuite jusqu'à la valeur x(V — v) = 2 - qui annule 
le sinus et où r,, présente un minimum, et ainsi de 
suite. 

\n\ ma\ima et minima de la courbe des (r, r, x ) cor- 
respondenl pour la projection horizontale [z, x) de la 
trajecloire des points d'inflexion. 

Deux points d'inflexion d'ordre p et p -f- 1 .sv>/// 
séparés pur un intervalle tel (pie de Cun à l'autre la 
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perte de vitesse du projectile satisfasse à l'équation : 



v. 



V 



p+1 



X 



Comme, pour une même perte — de la vitesse, les 

parcours x des projectiles sont d'autant plus grands 
que la vitesse initiale t» p est plus faible, les points d'in- 
flexion s'espaceront de plus en plus, à mesure que le 
projectile avancera, en perdant sa vitesse. 

3° Maxima et minirna de la projection (zx) . — Nous 
voulons démontrer maintenant qu'entre deux points 
d'inflexion de la courbe (zx), existe une valeur annu- 
lant r\ z c'est-à-dire rendant 
la trajectoire parallèle à l'axe 
des x. 

En d'autres termes, il 
s'agit de démontrer que la 
trajectoire aura la forme II 
et non la forme I. 

A cet effet, étudions les intégrales : 

C • do T „ r dp 

= / sin p — et A = / cos p — L - 

J ? J ? 

qui sont les aires hachées entre l'axe des p et les courbes 

L et — dans les deux figures ci-dessous. 




Fig. i5i. 



I" 



.0 p 



On trouve la discussion de ces intégrales (qui appar- 
tiennent à la même famille que les intégrales de Fres- 
nel) ou, tout au moins, de la première, dans les Traités 
d'analyse 1 . 

' Bolssisesq, t. II, Compléments, p. 118; Hlmbert, t. I, p. 3o0. 



21. 



LE PROJECTILE 



Elles se composent d'un nombre infini de boucles 
successives, de base égale a net de hauteur décroissante 




'cfivg o 



à mesure que p croit. Les intégrales définies telles que 
j sont développabies en séries convergentes à termes 
alternativement positifs et négatifs et on démontre même 
que l'une d'elles 

I* = / • sm o — t. 

J* ' p 

a une valeur égale à 

Ceci posé, prenons un intervalle égal à « et suppo- 
sons, pour fixer les idées et simplifier les raisonne- 
ments, que p soil égal à \ip -+- i ) — de sorte que cos p, 
est nul. Alors vj, sera donné par la formule simple : 

— = — sin p / cosp — *—. 
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Je dis que de A en B, dans l'intervalle 7c, l'intégrale 
a changé de signe. 

Elle est d'abord positive jusqu'en C, puis à partir de 
C une partie négative s'y introduit ; mais, d'après ce qui 
a été dit, les boucles vont en grandissant vers l'origine. 




nJt 



(ntrJJL (n+z)x 

Fiç. i53. 



(n*3JX 



Donc la demi-boucle CBsera plus grande que la demi- 
boucle CA et par suite Y intégrale sera devenue négative 
en B. 

Ainsi r lz s'annulera en M avant d'arriver au milieu B 
de la boucle DC ; on démontrerait de la même façon 
qu'il s'annulerait en M entre D et E, mais, relativement 
un peu plus près de E que de D, et ainsi de suite. 
Cette espèce dé balancement des points où yj z s'annule 
donnera naissancs sur la courbe (zx) à des maxima et 
minima groupés par deux. 

5° Forme de la projection horizontale. — En partant 
du point 0, la courbe est tangente à l'axe des x ; l'in- 
clinaison t iz est positive et croît. Les deux forces qui 
agissent sur le projectile (200, i°) sont opposées. En a,, 

après une perte de vitesse — — se trouve le premier point 

d inflexion et en m L le premier maximum. 

r, r change alors de signe ; les deux forces deviennent 
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toutes les deux de même sens et tendent à rapprocher le 
centre de gravité de la tangente rectiligne Ox. 

Suivant la grandeur actuelle de la somme des forces 
relativement à leur différence antérieure, et suivant la 

durée de leur action qui dé- 
pend de la valeur p à l'origine, 
deux cas pourront se présen- 
ter auxquels correspondent les 
deux figures ci-dessus. Dans 
Tune la trajectoire revient cou- 
per Taxe des x ; dans l'autre, 
elle reste constamment du 
môme côté. En vertu de l'al- 
ternance des forces et de la 
décroissance régulière de la vitesse, il se trouvera en 
général que le projectile passera tantôt d'un côté, tantôt 
de l'autre du plan de projection, et que, par suite le 
cas de la figure I sera le plus ordinaire. 

6° Projection verticale. 

On a : 

dt\ cF 





n 



Fig. i54- 



= ft> 



cosx(V — v). 



dx • w v 

La discussion et la forme de la courbe sont les mémos 
que dans le cas précédent; mais les points d'inflexion 
correspondent aux valeurs qui annulent le cosinus, 

c'est-à-dire aux arcs. 

K ( v o — <0 = ( 2m + -7- 

Ils correspondent à une perle de vitesse 

Y.. — r = (/>. m -f- i N -— . 
v ' i* 
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ao3 . Figuration du mouvement- — La discussion 
précédente permet de représenter, à la façon de la géo- 
métrie descriptive sur trois plans perpendiculaires, les 




projections de la Irajcclnirc gauche du centre de gravité 
du projectile 



On rappelle qu'on a pris (199) pour plan vertical 
(œy), 1(* plan qui, à l'origine des temps, pour une 

vitesse initiale appelée V , contient l'axe du [Ti.ji -. ii|<- 
la trajectoire horizontale, 

Les deux projections présenlenl des singularité 
(maxima el points d'inflexion) qui ne se retrouve)] 
évidemment pas sur la trajectoire elle-même. CeUe-c 
l'-l.uiii- sorte d'hélice donl la projection, pour un 
valeur placé derrière l'arme, est figurée en I ■ ■ < 1 r 1 
figures cl oui si'i-|!i'iiii' lif.' 2), autour de l'horizon- 
tale. 



ao4- Conséquences de cette théorie. — ■ Si en 
ne veut pas pousser la théorie jusqu'aux applications 

que les formules établies rendent |>ossihlcs, j 
exigeraient le calcul numérique, préalable île qmiqu- 
inlégrales, la discussion précéderile |iennel eepend; 
d'interpréter dans tous leurs délail- l 
expériences de tir au panneau. 

1" \iusi, un saura que In distant 
à l'ave des x des courbes relève 
expérimentalement sert de 1 
l'angle 3 B d'écart initial entre l'as 
et la tangente, (les courbes pa 
toutes par les mêmes points de I fl 
des x lif;- i56). 

2" Ces courbes ont. une certaine périodicité 1 
leurs formes et l'intervalle de deux points d'infleti 
p el p -j- i correspond à une perle de vitesse liv 

",. — 'V + 1 = — ■ 



'.i° Cet intervalle, qu'on pe 



IlilK'l lAp-'l-illIi'll 
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talement, permet le calcul de la constante x = -p; — 

qui figure dans la théorie de la dérivation. 

4° On voit que les empreintes d'un projectile oblong 
sur les panneaux seront ou parfaitement circulaires, s'il 
arrive que les maxima ou minima des deux projections 
coïncident ou au contraire avalisés dans un sens ou dans 
l'autre lorsqu'on passera aux points d'inflexion des 
courbes. C'est ce que représente la figure 1 55 (i re forme) 
(ovalisation systématiquement très exagérée). 

5° La théorie explique très simplement ainsi le 
mélange d'empreintes ovales et circulaires que l'on 
relève sur les panneaux. Malgré les incidences diverses 
sous lesquelles le projectile rencontre les panneaux paral- 
lèles, il se présente toujours à l'air dans les mêmes con- 
ditions, le long de la trajectoire sinueuse qu'il décrit, et 
son axe fait avec la tangente l'angle constant o . 

| 8 . — N u T a t i o s 

2o5. Seconde approximation du mouvement. 

— Là courbe de précession (179) trouvée dans le 
§ 4, est la trace, sur la sphère, en première approxima- 
tion, de Taxe du projectile. Mais, quand on veut pous- 
ser à la seconde approximation, on doit considérer ce 
lieu comme celui de la trace, sur la sur- 
face sphérique, de l'axe M du couple 
acquis. 

Rappelons comment on pourra dé- Fi 
duire, de celte courbe M, la courbe 
réelle décrite par l'extrémité A de l'axe de figure. 

La vitesse instantanée de A autour de l'ave instantané 
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de rotation I estco ; elle équivaut à une rotation instan- 
tanée b>j autour de M, telle que : 

b N AI 



• 


<o AM ' 


maïs, comme : 


-r-v 




AM = -£- AI 


on aura : 






b s C 
w B 



Mais, d'autre part, la vitesse w instantanée autour 
de I est la résultante de la vitesse de rotation b autour 
de \ et de la vitesse de précession bp. Celle-ci étant 
considérée comme infiniment petite relativement à la 
première, on la négligera et on écrira par suite : 



'N 



C 



b. B 

(1 est le moment d'inertie autour de Taxe de révolu- 
lion et B le moment d'inertie autour d'un axe équato- 
rial ; 

(1 et B étant deux nombres du même ordre de gran- 
deur, il en est de même des deux vitesses b de rotation, 
autour de l'axe de ligure, b>- de nutation autour du 
point M. Mais, comme B est toujours > C on aura 
(•«'pendant toujours b N < b- 

y.o(>. Roulette de nutation. — Pendant que le 
point .M décrit la courbe de précession, le point A 
tourne aulour de M d'un mouvement dont la vitesse 
<*st b. N . Oucl \a être le lieu du point V ? 
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On introduira ici la considération d'une seconde 
courbe N dit roulette de la nutation qui aura pour 
base la courbe M de la précession tracée sur la 
sphère. 

Imaginons que le point P fasse partie d'un système 
invariable tracé dans le p 

plan de la figure et par- c 
ticipant au mouvement '<&- •-.. # 

de la roulette N ; le point \ ^,jt . f 

• 'y If 1 

R est actuellement en xr$*u v.>< 

coïncidence avec le point M 

K correspondant de la 

t*^ M - Fig. i58. 

Les points i', a 7 ... 

viendront ensuite en coïncidence avec i, a...; TT' 
est le grand cercle des tangentes, base de la rou- 
lette M. 

Soient C N le centre de courbure de la roulette de nuta- 
tion N et C P le centre de courbure de la roulette de pré- 
cession M. 

L'angle en 1 des deux normales (:>., T 2 ) et (2', C N ) 
est égal à bN<//, puisque ces deux normales viendront 
en coïncidence au temps dt. 

On aura donc : 

dî = bsdt — dv. 

» 

D'autre pari, Tare :K, :>/) est égal à l'arc fK, v>) qui 
est égal à b^dt. 

Le ravon de courbure C N K = Rv de la roulette de la 
nutation, qui est défini par légalité : 

R N r/s -= biàdt 
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sera donc donne par la formule : 



Rn = s 



b> 



dt 



v> 



Mais, la vitesse angulaire -^- est une très petite quan- 
tité relativement à la vitesse b« qui est de Tordre de 
grandeur de la vitesse de rotation du projectile ; de plus 

-jp change de signe à chaque ondulation de la courbe M. 

On peut donc écrire simplement : 

b P 



Rn = 2 



b N 



ce 



Remplaçant bp et b N par leurs valeurs, il viendra : 
n .> mlkcF(v) B ^ „ B 

Rn = b ' c^ = xocF -cb- 

Ainsi donc, le rayon de courbure de 
la roulette de nutation R N est inversement 
proportionnel au carré de la vitesse de 
rotation du projectile autour de son axe 
et il renferme au numérateur. Donc R N 
sera, en général, un très petit nombre. 

Maximum de R N . — Dans la formule : 
Us - B 




Kig. i')<) 



xocF 



Cb 



si on remplace par sa valeur maximum qui a été trou 
\ée précédemment, i8:>) : 

'\7 



K r '\n' 4 m 
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et F par sa valeur maximum F , on trouve : 

(H) <_£2!i_l 

V écart de la courbe de nutation £t de la courbe de 
précession sera plus petit que le double de ce rayon de 
courbure maximum. 

Ce théorème permettra d'étudier la stabilité du pro- 
jectile au point de vue de la nutation. 

207. Variations du rayon de courbure R N . — 

Le rayon de courbure R N de la roulette de nutation, 
dont l'expression est : 



R.N 



B ôcF 



Ab 



variera sous l'influence des deux facteurs variables 
8 et cF. 

Considérons la courbe de précession 
dans sa première partie épicycloïdale 
(179) avant d'arriver au rayon de cour- 
bure maximum de la roulette. L'écart S 
passe par des minima 1, 3... et des 
maxima 2„4-. -. sommets de la courbe 
de précession. D'autre part, le facteur 
cF va constamment en diminuant. 
Donc le produit o cV commencera à 
diminuer un peu avant chaque maxi- 
mum de o et il diminuera encore un 
peu après chaque minimum de o. 
Donc, les maxima de ll N seront en des points tels que 
m i , /w. § ..., les minima en des points tels que m[, m' A .. 




Fig. 160. 



Dans la seconde partie île la courbe de piéce-si jh. : . 

en général, es! de l'urine épicveloïdale raccourcir 
boucles (179;. "ii sera dans la région où eF <■' 
dépassé le niiniimiiu ; il croîtra alors el les cunclusioi 
limeliaiiL In position des niaxîina el miiiiuia de K v 
tivemenl. à celle des maxîmael minium delà courbe 
précesaioB seront inversées: 

Par suite de ces roajtima el miuir. 
dans l'intervalle de deux sommets 
la courbe de précession, la courbe < 
1111 lut ion engendrée par la roulette 
présenter les mêmes propriétés ipu- 
courbe de procession ilans l'intervalle i.l 
In trajectoire toul entière. 



Fi„ , ( j, . 1" De m[ en m., les rayons de com 

bure de la roulette croissent : le point 
qui décril la courbe de niilalion e-l a l'intérieur d 
spires successives, el forme une sorte de cycloîtt 
allongée. 

■j." De m , en mj les rayons de courbure de la roulel 
décroissent; le point qui décril la courbe sort OU I 
sorl pas des spires successives Courbe à boucles t 
le premier cas; sans boucle dans le second. . 



Dans le cas d'un déparL irrégulier du projectile, 
point qui décrit la courbe de ou talion ne coïncide 1 
forcement à l'origine avec l'origine de la courbe de y 
cession : la courbe de natation peut donc prendre 1 

formes dillérenles, hIimJ ut analogue à .'--II.'- , 

courbe de précession examinées au n° 180. File 
n'être composée que de boucle». 
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208. Courbes médianes de la nutation. — i° On 

a démontré (18 1) que la courbe médiane de la préces- 
sion était la courbe (R P , t) des rayons de courbure de la 
roulette de précession en fonction de 7, base de la rou- 
lette; on pourra démontrer, par le même raisonne- 
ment, que la courbe médiane de la nutation s'obtiendra 
en prenant, pour abscisse, la courbe de précession el, 
pour ordonnées, les valeurs du rayon de courbure : 

Rn = x "Cb" ScF 

Ce sera la courbe moyenne des écarts de Taxe du 
projectile autour de la courbe de précession. 

2 Si on veut, maintenant, faire même abslraction des 
sinuosités de la courbe de précession et discuter l'al- 
lure générale delà nutation le long de la trajectoire, on 
remplacera l'écart S par sa valeur R P et par suite on 

7 cos t , c . 

ecnra, puisque o = — ^— , la tormule : 

r 1 xc vv 

a B cost 

** = *-£ — • 

On établira alors les théorèmes suivants qui se rap- 
porteront à l'écart o N moyen de la courbe de nutation. 

Théorème I. — L'écart o N de la nutation est en 
chaque point, proportionnel à la force déviai rice cp. 
L'expression de cette dernière force est en etfet : 

, 7 COST 



' x " 
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Théorème II. — Le maximum de o N a lieu en un 
point tel que : 

cF 

+ 2 SUIT = O. 

il 

C'est le maximum maximorum, si on considère la 
courbe de précession avec ses sinuosités. 

Théorème III. — On aura une limite supérieure de 
l'écart o N en prenant o N = 2(R N ) max< et à plus forte rai- 
son, en remplaçant cost par i et v par la vitesse mini- 
mum, c'est-à-dire : 

o N < 



t'mbC ' 



C'est une nouvelle expression de la condition de sta- 
bilité du projectile pour la nutation : cette valeur est 
très inférieure à celle qui résulte de la première condi- 
tion (206). 

Théorème IV. — Pour v = 00 , et 7 = 6, on a o N = o. 

Théorème V. — Pour v = v' et t = , on a Z^ = o. 

2 

La courbe des o N en fonction de t est donc tout à fait 

analogue à la courbe des de la précession figurée au 

n" 181. 

§ (). — Hési.mé ni: la théorie de la dérivation 

>()() Résistance oblique. — § 1. Nous avons 
d'abord défini ce qu'on entend par résistance oblique et 
quelles sont alors les forces agissant sur le projectile. 

Lorsque l'écart de Taxe et de la tangente reste 
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petit, les actions de l'air sont symétriques relativement 
au plan de Taxe et de la tangente, dit plan de résis- 
tance. 

Les forces qui agissent sur le projectile sont : 

i° Au centre de gravité, la résistance tangentiellecFfv). 

2° Au centre de gravité, la force déviatrice 

>j> = c [k — i)o F(v). 

3° Dans le plan de résistance, le couple perturbateur 
dont le moment a pour expression dVo = mlkcoF(v). 

k est le coefficient de la formule o L = A:3 qui relie 
l'angle 3, de la résistance à l'angle 2 de Taxe et de la 
tangente ; / est la distance du centre de résistance au 
centre de gravité. 

210. Calcul de la résistance oblique. — § 2. 
Ce calcul, donné à titre d'indication, suppose que est 
petit et que l'action de l'air sur une surface oblique ne 
dépend que de la composante normale. 

On trouve, qu'en général (l'exposant n de la résis- 
tance étant > 1) : i° la composante donnée par la par- 
tie cylindrique du projectile est négligeable; 2 que le 
centre de résistance est fixe, pour de petites variations 
de autour de zéro. 

Pour un cône, auquel on peut réduire, pour ce calcul 
approximatif, un projectile ogival, de demi-angle 
moyen ÎÇ, on a : 

«, calibre du projectile, 

L, distance de la pointe au centre de gravité. 

k = — cotg-^, / = L — 



>. 2 sin 2Ç 
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La force déviatrice z> = c(R — i) 3F(u) peut devenir 
négative pour certaines valeurs de Ç. 

211. Précession- — § 3". La vitesse angulaire de 
rotation b du projectile autour de son axe de révolution 
est donnée par la formule : 

aV 



a 



tgQ 



en fonction du calibre a, de la vitesse initiale V , et de 
l'inclinaison finale des rayures 8. 

b est supposé très grand. 

La vitesse de rotation b se conserve constante. 

Si l'angle o reste toujours petit, on peut confondre les 
trois axes de figure, instantané et du couple acquis . Cefte 
hypothèse conduit à diviser le problème en deux par- 
ties ; mouvement de Taxe du couple acquis (précession) ; 
mouvement de Taxe du projectile (nutation). 

La vitesse de précession bp est donnée par la for- 
mule : 

.„ . mlk 

b P = xcr uO, avec x = — — - . 
^ ' lib 

L'angle y dont a tourné l'axe autour de la tangente 

est donné par la formule : 

, / éU du 
<j = — x / . 

/u COST 

:u2. Mouvement combiné de Taxe et de la 
tangente - § 4- ^ n représente, sur une sphère de 
ravm i, les I rares des parallèles menées, parle centre 
de gravité, à la tangente à la trajectoire et à Taxe du 
projectile. 



DERIVATIOX DES PROJECTILES OBLOXGS 385 

La combinaison des deux mouvements de précession 
de Taxe autour de la tangente et d'abaissement de cette 
tangente est obtenue par le roulement sur le grand 
cercle vertical, lieu des traces des tangentes, d'une rou- 
lette de précession dont le rayon de courbure est donné 
par la formule : 



R 



() COST 



*cv¥(v) 

La discussion de cette valeur montre qu'elle passe par 
un maximum sur la branche descendante de la trajec- 
toire. 

La roulette est une spirale ayant deux pôles et 
située à l'intérieur du cercle de rayon maximum. 

On trace facilement la roulette par points. 

On en déduit la forme, sur la sphère, de la courbe de 
précession qui, en cas de départ normal du projectile, 
est formée d'abord d'arcs de cycloïde allongée et ne 
devient une courbe à boucles que sur la branche des- 
cendante de la trajectoire et après le point de vitesse 
minimum. 

La courbe de précession est, en moyenne, siluée rela- 
tivement au plan vertical de projection du côté où tourne 
le projectile. 

La courbe médiane de la précession est la courbe 
des R P en fonction de t. 

Un projectile oblong sera stable sur sa trajectoire si 
la quantité : 

*9 



xci m r m 



est plus petite qu'une valeur o' qu'on se sera donnée a 
priori (v in est la vitesse minimum). 

BAL1STIQLE. II. «2'2 

* 
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Pour que deux trajectoires gauches soient sem- 
blables, il faut qu'outre les conditions données par le 
problème principal, les inclinaisons des rayures soient 
les mêmes, pour des projectiles semblables. 

ai 3. Dérivation. — § 5. La situation de la courbe 
de la précession en dehors du plan de projection et du 
même côté, en moyenne, explique la production et le 
sens de la dérivation produite par la force déviatrice 
qui agit dans le plan de la résistance et perpendicu- 
lairement à la tangente. 

On aura l'équation de la courbe de dérivation 
moyenne en remplaçant ô par sa valeur moyenne, qui 
est la courbure médiane de la précession, c'est-à-dire en 
remplaçant dans la force déviatrice. 

s = c(A: — i)oF(u) 
l'écart o par : 

<J COS T 

xa'F 

On a ainsi : 

g cost 



'■D 



= (*-.) 



t' 



On établit les équations différentielles du mouve- 

■;7t — \<i du 



ment, et on a : 



<h t 



xc uv\* 



y, élanl l'inclinaison de la tangente à la courbe de déri 
Nation sur lave des ,;/;. 
On a ensuite : 

dz = r t dx. 
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Ces formules s'intègrent aisément dans deux cas : 
i° Tir courbe à faible vitesse où on a pour un point 
quelconque : 



k — i u 



T COST / x 

Log (a — t tg t 

g L cosa v ' ° 



au point de chute : 



^o» 



«T, 



et au sommet : 



k — i u 
Z tt ==■ — Losr sec a. 



2° Tir de plein fouet. Formules du général Mayewski: 



._ (*-»)g 



xr 



[B— B — M (D — D )J 



avec les fonctions balistiques : 

' u du 



M 



W—jfw ; B(a)= ~i 



M 



F 



ai 4- Théorie de la dérivation de M. deSparre. 
— | 6. Dans cette théorie, on se propose une évaluation 
des composantes o sin v et o cos v de la force dévia trice 
normalement et parallèlement au plan de projection. 

La méthode consiste en un développement en série 
de ces quantités en fonction de la variable u; la série 
nVst convergente que jusqu'à un certain terme. En 
deçà, dans la portion utilisable, elle comprend des termes 
toujours de même signe, et des termes périodiques, 
alternativement positifs ou négatifs. 

L'intégration des équations du mouvement est pos- 



aibl'e + 1 "«. «i -; le cas du tir de plein fouet, même dam 

!'li\ | n >i I k'-si ■ il' ii ii écart initial angulaire ?„ de l'ave cl de 
la tangente. 

Le terme principal de iu série obtenu par la théorie 
de M. de Sparre esl d'ailleurs celui donné par les l'or- 
mules du général Muycwski 

Enfin, l'expression connue de Z en l'onction de n per- 
met de revenir aux termes .leroinfnires du ni'uivcrnerit 
principal produits par IWtinn de la résistance, oblique, 
dans le plan même de projection, 

Nons avons indiqué comment on pouvait opérer le 
calcul des deux termes le* plus importants, en intro- 
duisant de nouvelles fonctions balistiques de la va- 
riable u 



21 5. La trajectoire gauche du projectile dans 
le voisinage de la bouche. — § 7. Ce problème 
correspond .'1 l'étude des premiers instants du trajet du 

projectile dans l'air, lorsqu'on suppose un écart initial 
accidentel '-'.., grand relativement ù l'écarl naturel 3 dû 
à l;i pivcessiiin qui est, le plus souvent, très petit. 

L'angle 3„ se conserve L'arc y décril autour de V 
tangente supposée horizontale et immobile, a poui 
expression <J* = x(V B — u). 

On trouve l'équation du mouvement du ci 
gravité projeté sur deux axes rectangulaires. Les proje- 
tions sont des espèces de sinusoïdes dont les | 
d'inflexion se produisent ù des inli*n;dlrs l'uncsjiiiinl; 
à des perles de vitesse égides, de sorte, qu'entre (' 
points d'iiillcviiiu e.jiisi'eulil's, on a : 
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216. Nutation. — § 8. L'axe du projectile tourne 
autour de Taxe du couple acquis avec une vitesse : 

C 
b> = -^-b. 

On étudie la nutation au moyen d'une roulette dont 
la base, sur la sphère, est la courbe de la précession, le 
rayon de courbure de cetle roulette est donné par la 
formule : 

R N = xocF -££ 

Relativement à la courbe de précession, la nutation 
se présente comme celle-là relativement à la base de la 
roulette. 

On a une limite supérieure de l'écart o N entre l'axe 
du projectile et Taxe du couple acquis en prenant la 
formule : 



aSfB 



i\ n bC 



'!•!. 
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BALISTIQUE EXTÉRIEURE RATIONNELLE 



PROBLEMES BALISTIQUES SECONDAIRES 

PAR LE COMMANDANT P. CHARBONNIER 



ERRATUM 

AU PROBLÈME DE LA ROTATION DE LA TERRE 



Une confusion dans les notations (g mis au lieu de G), à partir de la 
page 143, nous oblige à rectifier quelques calculs et à compléter ainsi qu'il 
suit quelques-unes des conclusions données dans le texte. 

Page 3, 3 e ligne en remontant. Au lieu de : De Saint-Robert, dans le 
magistral exposé... 

Lire : A la vérité, ce terme important en a* disparaît de lui-même, quand 
on applique les formules aux exemples envisagés ordinairement par la Méca- 
nique Rationnelle, c'est-à-dire au cas de la trajectoire du vide. Mais ce terme 
subsiste dans le cas de la trajectoire dans Taer. 

Nous avons pris pour guide dans l'étude de cette question, le magistral 
ex|K>sé mécanique et géométrique que de Saint-Robert a donné d^ns ses 
Mémoires scientifiques. 

Cette méthode nous a permis d'établir, en outre, les formules donnant la 
solution dans le cas du tir de plein fouet, problème qui, croyons-nous, n'avait 
pas encore été résolu. 

Page i3f , 5 e alinéa, au lieu de : Nous nous en séparerons, etc., jusqu'à la 
fin du n° 86. Lire : Nous donnons, en plus, la solution du problème pour 
le cas du tir de plein fouet que de Saint-Robert n'avait traité que très incom- 
plètement. 

Page 1 3.» , 2 . Ainsi qu'il est dit à cet endroit, la trajectoire sur la terre 
immobile qui servira de terme de comparaison est calculée avec la valeur de 
r attraction terrestre, c'est-à-dire G. C'est donc cette lettre G qui doit figurer 
dans les calculs suivants au lieu de g, mis par erreur. 

Page 137, 3°. A supprimer complètement. 

Pages 1 38 à 17*), § 2, Tir au pôle et a l'Equateur. Tout ce paragraphe 
subsiste entièrement, au changement de g en G près. 

Pages 175 à i83. § 4- Tir a use latitude et dans use direction quel- 
conque Tout ce paragraphe subsiste entièrement, au changement de g en G 
près. Mais il faut ajouter, après le § 4, les calculs ci-dessous. 

10G bis. Axes dk la gravité. Les formules du n° io5, 5°, donnent 



4o4 



PROBLEME DE LA ROTATION DE LA TERRE 



les coordonnées de la trajectoire rapportées aux axes de Yattraction, c'est-à- 
dire aux axes considérés sur la terre immobile. Comme la mesure, à la 
surface de la terre, des éléments de la trajectoire se fera sur les axes de 
la gravité, il y a lieu d'opérer cette transformation : x\ y'. z\ étant les 

coordonnés d'un point 'dans le 
système d'axes de l'attraction 
(io5. 5°). x",y'\ z" les coor- 
donnés dans le système d'axes 
de la gravité, ceux-ci sont dé- 
finis, par rapport aux premiers, 
par l'angle (j (88, 3°) fait par 
l'axe oy' et Taxe oy" dans le 

Slan du méridien. La direction 
e la vitesse initiale étant OV, 
qui fait l'angle de projection a 
avec Taxe ox" de la gravité, les 
azimuts p. et p." définissent la 
position des axes ox' et ox". 
oz' et oz". 

Le triangle sphériquey'/'V 
permettra d'écrire : 

COtg ;a sin ja" — COS COS ,a" = tg « sin 8. 

En faisant (88, J°) 

Ra* 

ô =t= 1 et sin = an • si» 21, 

il viendra : 




•X" = « 



Ra* 

2G 



sin -a tg a sin 2X. 



Pour passer alors du système x' y' z' au système x" y" z", on emploiera 
les formules de transformation de coordonnées d'Euler qui donnent ici 
U' toujours supposé très petit) : 

Ra 9 

x" = x' — y — -r- sin 2 a cos «a 



y 



a 



Ra 2 

y' + x - ' sin 2À cos ja 



-h 



Ra* Ra 2 

x — n - sin 2a sin ja tg « + y . sin 2a sin a. 

2u ;u 



io(i ter. Formli.es générales. En remplaçant a;', y' et z' par leurs valeurs 
tirées des équations (ioj, ;")°), on aura, pour les coordonnées d'un point de 
la trajectoire, comptées maintenant suivant les axes de la gravité, les for- 
mules : 



.r" = .r — a/ 



(U-\ . . Ka* / C,r-\ . a 

y + — ) cos/.sm;A--^-( IJ+-J-) s'" 2 



A COS ;a 



y + alx cos >. sin ;a + 



Ra* 



{x sin 2). cos ja + (ïJ* cos a) 



s" — a/x sin >. — a/ ( // + 



Gt* 



COS A COS [A 



Ra* / (J/* , , , \ . a . . 

+ ~nT \ "r~+y ~ xl l » * ) sm - K s,u *■ 
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11 y a lieu de remarquer en outre, que x et y sont, par hypothèse, les 
coordonnées d'un point de la trajectoire dans le cas de la terre immobile 
(axes de Y attraction). Or, comme 1 angle de projection a donné par le niveau 
à la pièce est estimé suivant les axes de la gravité, l'angle de projection a' (terre 
immobile), auquel correspondent en réalité x et y sera un peu différent. 

Le triangle sphérique (v,y', y") de la figure permettra, à l'approximation 
admise, d'écrire : 

Ra* 

a' = a £tt- cos ;* sin 2a. 

iu 

îo:). Trajectoire parabolique (doit remplacer le n° 109 du texte). Rem- 
plaçant dans les formules du n° 106 ter, x par 

Ra* 

V £ cos a' = \ t cos a + an \ 9 t sin a cos ;x sin 2 a , 

2U 

1 1 Ra* 

y par V / sin a' - Gt* = V / sin a — — G/* 5-— V f cos a cos ;* sin 2*. 



2U 



et remarquant que, dans l'expression de z", 

G/* 

— xtga + y = 0, 

il viendra, en fonction de f, pour les coordonnées x". y", z" mesurées direc- 
tement par l'observateur : 



cos a sin a 



x" = \y cos a — a/ s ( V sin a -r-GM 

y " = \\t sin a — - G/* + a/*V cos a cos a sin •* 4- -— - a*f* cos* 7. 



•// . 



aV /* 00s a sin 7. + a/*[ — V sin a Jcos 7. cos j*. 



Pour le point de chute, en faisant 

T = 



2V sin a 



on trouvera : 

i° Ecart en direction : 



4aV3sin«« / . . 1 . \ 

A~ = 7T£ I cos a Sin a — sin a cos a cos ;i l ; 

•j».° Ecart en portée : 

AX a cos a ["__ . «„ sina /, 4 . . \"1 
-v— = — r, — RacosÀ + 2V — 1 r s,nS * 1 • 

A U [_ COS a \ .* )\ 

En résumé, il faut dans les formules du texte (109) et les exemples numé- 
riques (110) supprimer les termes désignés par AX^ et AZ 3 . 

107. Tir vertical. Cet exemple doit être placé après l'étude de la tra- 
jectoire parabolique et modifié ainsi qu'il suit : 



